
4. cvičeńı z STP

11. - 15. březen 2019

Př́ıklad 4.1 Na fakultě studuje 50% student̊u informatiku, 30% matematiku a 20% fyziku. Na informatice
je 10% žen, na matematice 30% a na fyzice 20%.

(a) Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraný studuj́ıćı je studentka?

(b) Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraná studentka studuje matematiku?

Řešeńı:

Označme si jevy

A1 =“náhodně vybraný student je informatik”

A2 =“náhodně vybraný student je matematik”

A3 =“náhodně vybraný student je fyzik”

B =“náhodně vybraný student je žena”

Jevy A1, A2, A3 jsou navzájem disjunktńı a jejich sjednoceńım je celý pravděpodobnostńı prostor Ω (tedy
tvoř́ı tzv. úplný systém disjunktńıch jev̊u Ω). Dále známe

P (A1) = 0.5 P (A1) = 0.3 P (A1) = 0.2

P (B|A1) = 0.1 P (B|A1) = 0.3 P (B|A1) = 0.2

(a) Chceme znát P (B). Podle věty o úplné pravděpodobnosti máme

P (B) =

3
∑

j=1

P (B ∩ Aj) =

3
∑

j=1

P (B|Aj) · P (Aj) =

= 0.1 · 0.5 + 0.3 · 0.3 + 0.2 · 0.2 = 0.18 .

(b) Chceme znát P (A2|B). Podle Bayesovy věty máme

P (A2|B) =
P (B|A2) · P (A2)

P (B)
=

0.3 · 0.3

0.18
= 0.5 .

Př́ıklad 4.2 Do obchodu dodávaj́ı čipy tři výrobci, po řadě 50%, 30% a 20% zásoby obchodu. Pravděpodobnosti
výroby funkčńıho čipu od jednotlivých výrobc̊u jsou po řadě p1 = 0.98, p2 = 0.95 a p3 = 0.99.

(a) Určete pravděpodobnosti, že zakoupený náhodně vybraný čip je vadný.

(b) Určete pravděpodobnost, že čip je od druhého výrobce, za předpokladu, že je funkčńı.

Řešeńı:

Označme si jevy



Hi =“zakoupený čip byl od i-tého výrobce” pro i = 1, 2, 3

A =“zakoupený čip byl funkčńı”.

Ze zadáńı plyne, že

P (H1) = 0.5 P (H1) = 0.3 P (H1) = 0.2

P (A|H1) = 0.98 P (A|H1) = 0.95 P (A|H1) = 0.99 .

Jevy Hi jsou navzájem se vylučuj́ıćı možnosti a pokrývaj́ı všechny možné př́ıpady.

(a) Poč́ıtáme pravděpodobnost jevu Ac. Podle vzorce pro úplnou pravděpodobnost je

P (Ac) =
3

∑

i=1

P (Ac|Hi) · P (Hi) = 0.02 · 0.5 + 0.05 · 0.3 + 0.01 · 0.2 = 0.027 .

Pravděpodobnost, že náhodně vybraný čip je vadný, je rovna 0.027.

(b) Požadovanou pravděpodobnost vypočteme pomoćı Bayesova vzorce, kde využijeme skutečnosti, že
P (A) = 1− P (Ac) = 0.973. Potom je

P (H2|A) =
P (A|H2) · P (H2)

P (A)
=

0.95 · 0.3

0.973
= 0.293 .

Př́ıklad 4.3 Po skončeńı aktivńı služby odcháźı do d̊uchodu 60 námořńıch kapitán̊u. Z této skupiny jich 5
zažilo ztroskotáńı. Podle statistiky při ztroskotáńı zahyne třetina kapitán̊u. Odhadněte pravděpodobnost, že
kapitán během své aktivńı služby zažije ztroskotáńı. (Možnost opakovaného ztroskotáńı a úmrt́ı z jiné př́ıčiny
během aktivńı služby zanedbáváme.)

Řešeńı:

Uvažujme jevy:

A = ”kapitán se dožije d̊uchodu”,
B = ”kapitán zažije ztroskotáńı” .

Ze zadáńı máme vztahy

P (B|A) = 5
60 = 1

12 , P (Ac|B) = 1
3 a Ac ⊆ B

kde posledńı vztah odpov́ıdá tomu, že během aktivńı služby nemůže nastat úmrt́ı z jiné př́ıčiny
než kv̊uli ztroskotáńı. Z posledńıho vztahu plyne také Bc ⊆ A a tud́ıž dostáváme tyto podmı́něné
pravděpodobnosti

P (B|Ac) =
P (B ∩Ac)

P (Ac)
= 1 a P (A|Bc) =

P (A ∩Bc)

P (Bc)
= 1 .

Nás zaj́ımá P (B). Z Bayesovy věty máme:

P (B) =
P (B|A)

P (A|B)
· P (A) =

1
12

1− 1
3

· P (A) = 1
8 · P (A) .

Pomoćı věty o úplné pravděpodobnosti můžeme ted’ zase P (A) vyjádřit pomoćı P (B):
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P (A) = P (A|B) · P (B) + P (A|Bc) · P (Bc) =
(

1− 1
3

)

· P (B) + 1 ·
(

1− P (B)
)

=

= 1− 1
3P (B) .

Celkem tedy

P (B) = 1
8

(

1− 1
3P (B)

)

a P (B) = 3
25 = 0.12 .

Použitý vzorec je obecně:

P (B) =
P (B|A)

P (A|B)
· P (A) =

P (B|A)

P (A|B)
·
[

P (A|B) · P (B) + P (A|Bc) ·
(

1− P (B)
)

]

neboli

P (B) =
P (B|A) · P (A|Bc)

P (B|A) · P (A|Bc) +
(

1− P (B|A)
)

· P (A|B)
=

=
P (B|A) · P (A|Bc)

P (B|A) · P (A|Bc) + P (Bc|A) · P (A|B)
=

=
1

12
· 1

1

12
· 1 + 11

12
· 2

3

=
3

25
.

Můžeme také použ́ıt intuitivněǰśı př́ıstup:

✟✟
Ω

✩

✥

✟✟
A

✟✟

B60− 5

5

0

b

kde č́ısla znamenaj́ı velikost dané množiny ve smyslu geometrické pravděpodobnosti (např. vol(A ∩
B) = 5 apod.). Přitom v́ıme ještě, že

1

3
= P (Ac|B) =

P (Ac ∩B)

P (B)
=

vol(Ac∩B)
vol(Ω)

vol(B)
vol(Ω)

=
vol(Ac ∩B)

vol(B)
=

b

5 + b

takže
vol(B \A) = vol(B ∩ Ac) = b = 2.5 .

Proto máme

P (B) =
vol(B)

vol(Ω)
=

5 + b

60 + b
=

5 + 2.5

60 + 2.5
=

3

25
.

Př́ıklad 4.4 U 10% řidič̊u, kteř́ı zp̊usobili dopravńı nehodu, bylo prokázáno požit́ı alkoholu. Rozsáhlý pr̊uzkum
ukázal, že riziko nehody se požit́ım alkoholu zvyšuje 7×. Odhadněte, kolik procent řidič̊u požilo alkohol.
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Řešeńı:

Označme jevy

A = “požil alkohol”,

H = “zp̊usobil nehodu”.

Pak máme
P (A|H) = 0.1 a P (H |A) = 7 · P (H |Ac) .

Zaj́ımá nás P (A). Z Bayesovy věty a z věty o úplné pravděpodobnosti tak postupně máme

P (A) =
P (A|H)

P (H |A)
· P (H) =

P (A|H)

P (H |A)
·
[

P (H |A) · P (A) + P (H |Ac) · P (Ac)
]

=

= P (A|H) ·
[

P (A) +
P (H |Ac)

P (H |A)
·
(

1− P (A)
)

]

= 0.1 ·
[

P (A) + 1
7 ·

(

1− P (A)
)]

a tedy
10 · P (A) = 1

7 + 6
7 · P (A)

Výsledek je

P (A) =
1
7

10− 6
7

= 1
70−6 = 1

64 .

Př́ıklad 4.5 Požit́ı alkoholu bylo prokázáno u 1% všech řidič̊u a u 10% řidič̊u, kteř́ı zp̊usobili dopravńı
nehodu. Kolikrát se požit́ım alkoholu zvyšuje riziko nehody?

Řešeńı:

Tento př́ıklad je modifikaćı předchoźıho př́ıkladu. Opět si označme jevy

A = “požil alkohol”,

H = “zp̊usobil nehodu”.

Pak máme P (A) = 0.01 a P (A|H) = 0.1. Hledáme hodnotu P (H|A)
P (H|Ac) . Tud́ıž podle Bayesovy věty

máme

P (H |A)

P (H |Ac)
=

P (A|H) · P (H)

P (A)
·

P (Ac)

P (Ac|H) · P (H)
=

=
P (A|H) · (1− P (A))

P (A) · (1 − P (A|H))
=

0.1 · 0.99

0.01 · 0.9
= 11 .

Př́ıklad 4.6 Uvažujme hod minćı s následuj́ıćımi výsledky

• ω1 = “padl rub” (s pravděpodobnost́ı 0.49)

• ω2 = “padl ĺıc” (s pravděpodobnost́ı 0.49)

• ω3 = “nastala výjimečná situace” (hrana, zakutáleńı mince apod.)(s pravděpodobnost́ı 0.02).
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Sestrojte dvě r̊uzné náhodné veličiny a nakreslete jejich distribučńı funkce.

Řešeńı:

Množina všech možných výsledk̊u je tedy Ω = {ω1, ω2, ω3}. Každá náhodná veličina na tomto prostoru
Ω má maximálně tři r̊uzné hodnoty, takže určitě bude diskrétńı

(tj. má nejvýše spočetně mnoho hodnot A = {x1, x2, . . . } ⊆ R takových, že
∑

u∈A

P (X = u) = 1.)

Pro distribučńı funkci diskrétńı veličiny X pak plat́ı

FX(t) = P (X ≤ t) =
∑

u≤t

P (X = u) .

Veličiny mohou být např.

• X :
ω1 7→ 1
ω2 7→ −1
ω3 7→ 0

Distribučńı funkce je skokovitá se skoky v bodech −1, 0 a 1 o velikostech 0.49, 0.02 a 0.49, tj.

FX(t) =
∑

u≤t

P (X = u) =







0 pro t ∈ (−∞,−1)
P (X = −1) = 0.49 pro t ∈ 〈−1, 0)
P (X = −1) + P (X = 0) = 0.51 pro t ∈ 〈0, 1)
P (X = −1) + P (X = 0) + P (X = 1) = 1 pro t ∈ 〈1,∞)

1

1 2−1
t

FX(t)

0

0.49

0.51

• Y :
ω1 7→ 1
ω2 7→ 1
ω3 7→ 3

Distribučńı funkce je skokovitá se skoky v bodech 1 a 3 o velikostech 0.98 a 0.02 (protože obraz
roven 1 maj́ı dva elementárńı jevy ω1 a ω2, jejichž souhrnná pravděpodobnost je 0.49+0.49 = 0.98),
tj.

FY (t) =
∑

u≤t

P (Y = u) =

{

0 pro t ∈ (∞, 1)
P (Y = 1) = P ({ω1, ω2}) = 0.98 pro t ∈ 〈1, 3)
P (Y = 1) + P (Y = 3) = 1 pro t ∈ 〈3,∞) .

1

1 2 3
t

FY (t)

0

0.98
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