
3. cvičeńı z STP

2. - 6. březen 2020

Připomenut́ı: Jevy A1, . . . , An jsou nezávislé
def.⇐⇒ pro každou indexovou množinu K ⊆ {1, . . . , n} je

P
( ⋂

i∈K
Ai

)
=
∏
i∈K

P (Ai) .

Netriviálńı podmı́nky vzniknou pro |K| ≥ 2. Máme tak 2n − n− 1 podmı́nek.

Speciálně: jevy A, B a C jsou nezávislé právě když:

P (A ∩B) = P (A) · P (B), P (A ∩ C) = P (A) · P (C), P (B ∩ C) = P (B) · P (C)

a
P (A ∩B ∩ C) = P (A) · P (B) · P (C)

přičemž žádná z těchto 4 podmı́nek NENÍ d̊usledkem zbylých třech.

Př́ıklad 3.1 Automat vyráb́ı součástky ve tvaru obdélńıka. Tolerance v š́ıřce je překročena v 8 %, tolerance
v délce je překročena v 7 % a v obou rozměrech ve 3 % vyrobených součástek.

(a) Rozhodněte, zda jsou porušeńı rozměru v délce a š́ıřce nezávislá či závislá.

(b) Vypočtěte pravděpodobnost toho, že náhodně vybraný výrobek má oba rozměry v toleranci.

Řešeńı:
Označme A porušeńı tolerance v š́ı̌rce a B porušeńı tolerance v délce.

a) Potom je
P (A) = 0.08, P (B) = 0.07, P (A ∩B) = 0.03 .

Náhodné jevy A a B budou nezávislé, právě když plat́ı

P (A ∩B) = P (A) · P (B) .

To ale zjevně neńı pro náš př́ıpad pravda, protože 0.03 6= 0.08 · 0.07. Porušeńı rozměr̊u jsou tedy závislé
náhodné veličiny.

b) Dobrý výrobek je jev Ac ∩Bc, jehož pravděpodobnost je

P (Ac ∩Bc) = P ((A ∪B)c) = 1− P (A ∪B) =

= 1− P (A)− P (B) + P (A ∩B) = 1− 0.08− 0.07 + 0.03 = 0.88 .

Dobrý výrobek źıskáme s pravděpodobnost́ı 88 %.

Př́ıklad 3.2 Náhodně vybereme č́ıslo od 1 do 100.

(a) Jsou jevy

A =“vybrané č́ıslo je dělitelné dvěma,”

B =“vybrané č́ıslo je dělitelné pěti,”

nezávislé či závislé?



(b) Jaká je pravděpodobnost, že vybrané č́ıslo nebude dělitelné ani dvěma ani pěti?

Jak to dopadne, když na začátku budeme uvažovat č́ısla od 1 do 101?

Řešeńı:
Budeme opět uvažovat Ω = {1, 2, . . . , 100} s klasickou (tj. Laplaceovou) pravděpodobnost́ı.

(a) Pak je
|A| = 50, |B| = 20, |A ∩B| = 10

a tedy

P (A) =
50

100
= 0.5, P (B) =

20

100
= 0.2, P (A ∩B) =

10

100
= 0.1 .

Takže P (A ∩B) = 1
10 = P (A) · P (B) a jevy A a B jsou tud́ıž nezávislé.

(b) Hledáme pravděpodobnost jevu C = Ac ∩Bc = (A ∪B)c.
Pak je

P (C) = P
(
(A ∪B)c

)
= 1− P (A ∪B) =

= 1− P (A)− P (B) + P (A ∩B) = 1− 0.5− 0.2 + 0.1 = 0.4 .

Nebo můžeme využ́ıt toho, že pokud A a B jsou nezávislé, pak i Ac a Bc jsou nezávislé, což snadno
uvid́ıme při dokončeńı výpočtu:

P (Ac ∩Bc) = P (C) = · · · = 1− P (A)− P (B) + P (A ∩B) = 1− P (A)− P (B) + P (A) · P (B) =

=
(
1− P (A)

)
·
(
1− P (B)

)
= P (Ac) · P (Bc) = 0.5 · 0.8 = 0.4 .

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
Jestliže nyńı budeme uvažovat Ω′ = {1, 2, . . . , 101}, tak se situace změńı. Budeme mı́t

P (A) =
50

101
, P (B) =

20

101
, P (A ∩B) =

10

101

a tedy P (A ∩B) = 10
101 6=

50
101 ·

20
101 = P (A) · P (B) a jevy A a B budou tentokrát závislé.

A dále dostaneme

P (C) = · · · = 1− P (A)− P (B) + P (A ∩B) = 1− 50

101
− 20

101
+

10

101
=

41

101

.
= 0.406 .

Poznámka: Pro jev A si definujme tzv. charakteristickou funkci χA : Ω→ R jako

χA(ω) =

{
1, ω ∈ A
0, ω ∈ Ac .

Tato funkce je náhodná veličina (viz později). Pokud 0 < P (A) < 1 (což je obvyklý př́ıpad), má χA

alternativńı rozděleńı Alt(p), kde p = P (A) (opět viz později).

Nyńı můžeme vyjádřit pojem nezávislosti dvou jev̊u A a B takto:

Jevy A a B jsou nezávislé ⇔ veličiny χA a χB jsou nekorelované, tj. cov(χA, χB) = 0.

(Neboli veličiny XA = χA − P (A) a XB = χB − P (B) jsou navzájem kolmé při určitém standardńım
skalárńım součinu veličin - viz později).

Tento skalárńı součin ”〈 · | · 〉” nám pak umožňuje měřit i mı́ru závislosti jev̊u A a B, a to konkrétně
pomoćı úhlu ϕ ∈ 〈0, π〉, který sv́ıraj́ı právě veličiny XA a XB a to podle obvyklého vzorce z lineárńı algebry

cosϕ =
〈XA|XB〉
‖XA‖ · ‖XB‖

= · · · = P (A ∩B)− P (A) · P (B)√
P (A) · P (Ac) · P (B) · P (Bc)

∈ 〈−1, 1〉 .
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Přitom úhel ϕ může obecně nabývat všech uvedených hodnot. Speciálńı př́ıpady jsou tyto:

(a) ϕ = 0◦ ⇔ jevy A a B se rovnaj́ı (až na množinu nulové pravděpodobnosti),

(b) ϕ = 90◦ ⇔ jevy A a B jsou nezávislé,

(c) ϕ = 180◦ ⇔ jevy A a B jsou navzájem doplňkové (až na množinu nulové pravděpodobnosti).

V předchoźım př́ıkladu tedy v př́ıpadě č́ısel od 1 do 101 pro jevy A a B máme úhel ϕ daný jako

cosϕ =
P (A ∩B)− P (A) · P (B)√
P (A) · P (Ac) · P (B) · P (Bc)

=
10
101 −

50
101 ·

20
101√

50
101 ·

51
101 ·

20
101 ·

81
101

=
1

9
√

510

.
= 0.005

neboli ϕ = arccos( 1
9
√
510

)
.
= 89.72◦ . Takže tyto jevy jsou “téměř” nezávislé.

Př́ıklad 3.3 Nezávislé jevy A,B,C maj́ı po řadě pravděpodobnosti 0.2, 0.3, 0.4. Určete pravděpodobnost
jevu X = (A ∪B) ∩ C.

Řešeńı:
Použijeme, že pokud jevy A1, . . . , An jsou nezávislé, pak také jevy

• A1 ∪A2, A3, . . . , An jsou nezávislé

• A1 ∩A2, A3, . . . , An jsou nezávislé

• Ac
1, A2, A3, . . . , An jsou nezávislé

Nezávislé jevy tedy můžeme libovolně sdružovat nebo pronikat (daný jev vždy sjednot́ıme nebo pro-
nikneme vždy jen s jednou skupinou jev̊u), a můžeme je libovolně převracet na jejich doplňky. Výsledek
jsou opět nezávislé jevy.

Protože A,B,C jsou nezávislé, jsou i jevy A ∪B a C nezávislé. Tedy máme

P (X) = P ((A ∪B) ∩ C) = P (A ∪B) · P (C)

přičemž

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) =

= P (A) + P (B)− P (A) · P (B)

= 0.2 + 0.3− 0.2 · 0.3 = 0.44 ,

Celkem tak dostaneme

P (X) = P (A ∪B) · P (C) = 0.44 · 0.4 = 0.176 .

Př́ıklad 3.4 (operace s nezávislými jevy) Zař́ızeńı na obrázku je tvořeno zapojeńım blok̊u, které pracuj́ı
nezávisle na sobě a pravděpodobnost́ı výskytu poruch jsou zadány. Vypočtěte pravděpodobnost poruchy funkce
celého zař́ızeńı.
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• •

p1

p2

p4

p3 p5

Pravděpodobnosti vyč́ıslete pro p1 = 0.2, p2 = p3 = 0.4, p4 = 0.3 a p5 = 0.1.

Řešeńı:
Úlohu si zjednoduš́ıme t́ım, že budeme postupně nahrazovat v́ıce blok̊u jedńım blokem, který bude

mı́t stejnou pravděpodobnost poruchy.
• Pro paralelńı zapojeńı

•

q1

q2

...

qn

•

a jevy Ai =“i-tý blok (seshora) má poruchu” je pravděpodobnost poruchy tohoto zapojeńı rovna

P (“porucha paralelńıho zapojeńı”) = P (A1 ∩ · · · ∩An) = P (A1) · · ·P (An) = q1 · · · qn .

• Pro sériové zapojeńı

• q1 q2 · · · qn •

a jevy Bi =“i-tý blok (zleva) má poruchu” je pravděpodobnost poruchy tohoto zapojeńı rovna

P (“porucha sériového zapojeńı”) = P (B1 ∪ · · · ∪Bn) = 1− P
(
(B1 ∪ · · · ∪Bn)c

)
=

= 1− P (Bc
1 ∩ · · · ∩Bc

n) = 1− P (Bc
1) · · ·P (Bc

n) = 1− (1− q1) · · · (1− qn) .

Pro vyřešeńı p̊uvodńıho zadáńı ted’

(a) nejdř́ıve nahrad́ıme sériové zapojeńı dvou blok̊u s pravděpodobnostmi poruch p2 = 0.4 a p3 = 0.4
jediným blokem s pravděpodobnost́ı poruchy

p2,3 = 1− (1− p2)(1− p3) = 1− 0.6 · 0.6 = 0.64 .

(b) dále nahrad́ıme paralelńı zapojeńı tř́ı blok̊u s pravděpodobnostmi poruch p1 = 0.2, p2,3 = 0.64 a
p4 = 0.3 jediným blokem s pravděpodobnost́ı poruchy

p1,2,3,4 = p1 · p2,3 · p4 = 0.2 · 0.64 · 0.3 = 0.0384 .

(c) a nakonec nahrad́ıme sériové zapojeńı dvou blok̊u s pravděpodobnostmi poruch p1,2,3,4 = 0.0384
a p5 = 0.1 jediným blokem, který odpov́ıdá celému zař́ızeńı a má pravděpodobnost poruchy

p1,2,3,4,5 = 1− (1− p1,2,3,4)(1− p5) = 1− 0.9616 · 0.9 = 1− 0, 86544 = 0.13456 .
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Př́ıklad 3.5 Náhodné jevy A a B jsou nezávislé a P (A ∪ B) = 0.545, P (A ∩ B) = 0.105. Určete pravdě-
podobnosti P (A), P (B) a P (A ∩Bc).

Řešeńı:
Jestliže využijeme nezávislosti náhodných jev̊u A a B, pak dostaneme

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A) · P (B), P (A ∩B) = P (A) · P (B).

Označme si P (A) = x a P (B) = y. Pro hledané pravděpodobnosti tak dostaneme soustavu rovnic

0.545 = x+ y − 0.105, x · y = 0.105⇒ y =
0.105

x
.

Po dosazeńı do prvńı rovnice dostaneme kvadratickou rovnici pro neznámou x ve tvaru

x2 − 0.65x+ 0.105 = 0⇒ x1 = 0.35, x2 = 0.3 .

Ze symetrie vztah̊u plyne, že je

P (A) = 0.35, P (B) = 0.3 nebo P (A) = 0.3, P (B) = 0.35 .

A dále pro prvńı z možnost́ı je

P (A ∩Bc) = P (A) · P (Bc) = 0.35 · 0.7 = 0.245

a pro druhou volbu řešeńı je

P (A ∩Bc) = P (A) · P (Bc) = 0.3 · 0.65 = 0.195 .

Př́ıklad 3.6 Dva střelci stř́ıĺı na terč po jedné ráně. Pravděpodobnost, že se prvńı tref́ı je p1 = 0.7.
Pravděpodobnost, že se tref́ı druhý střelec je p2 = 0.8. Jaká je pravděpodobnost, že pokud v terči byl právě
jeden zásah, trefil se prvńı střelec?

Řešeńı:
Uvažujme jevy

S1 = ”prvńı střelec se tref́ı”,

S2 = ”druhý střelec se tref́ı”.

Tyto jevy považujeme (z podstaty zadáńı) za nezávislé a dále máme P (S1) = 0.7 a P (S2) = 0.8.

Zde budeme oproti předchoźım př́ıklad̊um hledat tzv. aposteriorńı (tj. následnou) a tud́ıž podmı́něnou
pravděpodobnost. Označme si jev

C = ”právě jeden ze střelc̊u se tref́ı”

a hledáme P (S1|C). Máme C = (S1 ∩ Sc
2) ∪ (Sc

1 ∩ S2). Pro výpočet si ještě urč́ıme, že

S1 ∩ C = “ prvńı střelec se tref́ı a druhý ne” = S1 ∩ Sc
2 .

Tedy

P (S1|C) =
P (S1 ∩ C)

P (C)
=

P (S1 ∩ Sc
2)

P (S1 ∩ Sc
2) + P (Sc

1 ∩ S2)
=

0.7 · 0.2
0.7 · 0.2 + 0.3 · 0.8

=
7

19

.
= 0.3684 .
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kde jsme použili, že jevy S1 ∩ Sc
2 a Sc

1 ∩ S2 jsou neslučitelné (tj. disjunktńı).

Př́ıklad 3.7 Pro hod dvěma symetrickými mincemi uvažujme jevy

A =”na prvńı minci padl ĺıc”,

B =”na druhé minci padl rub”,

C =”na minćıch padly r̊uzné výsledky”.

Jak je to s nezávislost́ı jev̊u A,B,C?

Řešeńı:
Prostor všech možných výsledk̊u jsou uspořádané dvojice hodnot na jednotlivých minćıch

Ω :
(ĺıc, ĺıc) (ĺıc, rub)

(rub, ĺıc) (rub, rub)

a každý výsledek bude stejně pravděpodobný. Pak máme |A| = |B| = |C| = 2 a tedy

P (A) = P (B) = P (C) = 1
2

a dále
A ∩B = A ∩ C = B ∩ C = A ∩B ∩ C = { (ĺıc, rub) } .

Tedy
P (A ∩B) = P (A ∩ C) = P (B ∩ C) = P (A ∩B ∩ C) = 1

4 .

a proto máme
P (A ∩B) = 1

4 = 1
2 ·

1
2 = P (A) · P (B)

a podobně je to pro ostatńı př́ıpady, zat́ımco

P (A ∩B ∩ C) = 1
4 6=

1
2 ·

1
2 ·

1
2 = P (A) · P (B) · P (C).

Jevy jsou tak po dvou nezávislé, ale ne celkově nezávislé.
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