
3. cvičeńı z STP

4. března 2021

Poznámka: Mějme n nezávislých opakováńı daného pokusu, jehož úspěšnost je 0 < p < 1. Jev

Bk = “nastane právě k úspěch̊u v n pokusech”

pro k = 0, 1, . . . , n má pravděpodobnost

P (Bk) =

(
n

k

)
pk · (1− p)n−k .

Důvod, proč tu máme kombinačńı č́ıslo, je v tom, že daných k úspěch̊u je rozmı́stěno mezi n pokus̊u právě(
n
k

)
zp̊usoby.

Odvozeńı: Vezmeme si jevy
Ai = “úspěch v i-tém pokusu”

Ty jsou nezávislé a maj́ı pravděpodobnost P (Ai) = p. Pak jev Bk vyjádř́ıme jako sjednoceńı disjunktńıch jev̊u (ty v hranaté
závorce)

Bk =
⋃

K⊆{1,...,n}
|K|=k

⋂
i∈K

Ai

 ∩( ⋂
j∈{1,...,n}\K

Ac
j

)
odkud máme ihned

P (Bk) =
∑

K⊆{1,...,n}
|K|=k

[( ∏
i∈K

P (Ai)︸ ︷︷ ︸
pk

)
·
( ∏

j∈{1,...,n}\K
P (Ac

j)

︸ ︷︷ ︸
(1−p)n−k

)]
=

=
∑

K⊆{1,...,n}
|K|=k

pk · (1− p)n−k =
(n
k

)
pk · (1− p)n−k .

Př́ıklad: Pravděpodobnost výhry 1.hráče nad 2.hráčem je 0.7. Jaká je pravděpodobnost, že během deseti
po sobě jdoućıch zápas̊u

(1) alespoň jednou vyhrál 2.hráč (jev H),

(2) maximálně dvakrát vyhrál 2.hráč (jev I)?

Řešeńı:
Jevy

Bk = “ 1.hráč vyhrál právě k z 10 zápas̊u”

pro k = 0, 1, . . . , 10 jsou evidentně navzájem disjunktńı (tj. maj́ı prázdné pr̊uniky neboli žádné dva
nemůžou nastat současně) a maj́ı pravděpodobnost

P (Bk) =

(
10

k

)
0.7k · 0.310−k .



(a) Zde bude vhodněǰśı přej́ıt k doplňku a pak je

Hc = “ 1.hráč vyhrál všech 10 zápas̊u” = B10

P (H) = 1− P (Hc) = 1− P (B10) = 1− 0.710
.
= 0.9718.

(b) Jev I znamená, že

• bud’ vše vyhrál 1.hráč

• nebo devět her vyhrál 1.hráč a jednu 2.hráč (na pořad́ı hry nezálež́ı)

• nebo osm her vyhrál 1.hráč a dvě 2.hráč (na pořad́ı rovněž nezálež́ı).

Tedy je

I = B0 ∪B1 ∪B2

a z jejich disjunktnosti máme

P (I) = P (B0) + P (B1) + P (B2) = 0.710 +

(
10

1

)
0.3 · 0.79 +

(
10

2

)
0.32 · 0.78 .

= 0.3828.

Připomenut́ı: Jevy A1, . . . , An jsou nezávislé
def.⇐⇒ pro každou indexovou množinu K ⊆ {1, . . . , n} je

P
( ⋂

i∈K
Ai

)
=
∏
i∈K

P (Ai) .

Netriviálńı podmı́nky vzniknou pro |K| ≥ 2. Máme tak 2n − n− 1 podmı́nek.

Speciálně: jevy A, B a C jsou nezávislé právě když:

P (A ∩B) = P (A) · P (B), P (A ∩ C) = P (A) · P (C), P (B ∩ C) = P (B) · P (C)

a
P (A ∩B ∩ C) = P (A) · P (B) · P (C)

přičemž žádná z těchto 4 podmı́nek NENÍ d̊usledkem zbylých třech.

Př́ıklad 3.1 Pro hod dvěma symetrickými mincemi uvažujme jevy

A =”na prvńı minci padl ĺıc”,

B =”na druhé minci padl rub”,

C =”na minćıch padly r̊uzné výsledky”.

Jak je to s nezávislost́ı jev̊u A,B,C?

Řešeńı:
Prostor všech možných výsledk̊u jsou uspořádané dvojice hodnot na jednotlivých minćıch

Ω :
(ĺıc, ĺıc) (ĺıc, rub)

(rub, ĺıc) (rub, rub)
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a každý výsledek bude stejně pravděpodobný. Pak máme |A| = |B| = |C| = 2 a tedy

P (A) = P (B) = P (C) = 1
2

a dále
A ∩B = A ∩ C = B ∩ C = A ∩B ∩ C = { (ĺıc, rub) } .

Tedy
P (A ∩B) = P (A ∩ C) = P (B ∩ C) = P (A ∩B ∩ C) = 1

4 .

a proto máme
P (A ∩B) = 1

4 = 1
2 ·

1
2 = P (A) · P (B)

a podobně je to pro ostatńı př́ıpady, zat́ımco

P (A ∩B ∩ C) = 1
4 6=

1
2 ·

1
2 ·

1
2 = P (A) · P (B) · P (C).

Jevy jsou tak po dvou nezávislé, ale ne celkově nezávislé.

Poznámka: Neplet’te si disjunktńı jevy s nezávislými:

• A a B jsou disjunktńı ⇔ A ∩B = ∅.

• A a B jsou nezávislé ⇔ P (A ∩B) = P (A) · P (B).

Př́ıklad 3.2 Nezávislé jevy A,B,C maj́ı po řadě pravděpodobnosti 0.2, 0.3, 0.4. Určete pravděpodobnost
jevu X = (A ∪B) ∩ C.

Řešeńı:
Použijeme, že pokud jevy A1, . . . , An jsou nezávislé, pak také jevy

• A1 ∪A2, A3, . . . , An jsou nezávislé

• A1 ∩A2, A3, . . . , An jsou nezávislé

• Ac
1, A2, A3, . . . , An jsou nezávislé

Nezávislé jevy tedy můžeme libovolně sdružovat nebo pronikat (daný jev vždy sjednot́ıme nebo pro-
nikneme vždy jen s jednou skupinou jev̊u), a můžeme je libovolně převracet na jejich doplňky. Výsledek
jsou opět nezávislé jevy.

Protože A,B,C jsou nezávislé, jsou i jevy A ∪B a C nezávislé. Tedy máme

P (X) = P ((A ∪B) ∩ C) = P (A ∪B) · P (C)

přičemž

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) =

= P (A) + P (B)− P (A) · P (B)

= 0.2 + 0.3− 0.2 · 0.3 = 0.44 ,
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Celkem tak dostaneme

P (X) = P (A ∪B) · P (C) = 0.44 · 0.4 = 0.176 .

Př́ıklad 3.3 Náhodné jevy A a B jsou nezávislé a P (A ∪ B) = 0.545, P (A ∩ B) = 0.105. Určete pravdě-
podobnosti P (A), P (B) a P (A ∩Bc).

Řešeńı:
Jestliže využijeme nezávislosti náhodných jev̊u A a B, pak dostaneme

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A) · P (B), P (A ∩B) = P (A) · P (B).

Označme si P (A) = x a P (B) = y. Pro hledané pravděpodobnosti tak dostaneme soustavu rovnic

0.545 = x+ y − 0.105, x · y = 0.105⇒ y =
0.105

x
.

Po dosazeńı do prvńı rovnice dostaneme kvadratickou rovnici pro neznámou x ve tvaru

x2 − 0.65x+ 0.105 = 0⇒ x1 = 0.35, x2 = 0.3 .

Ze symetrie vztah̊u plyne, že je

P (A) = 0.35, P (B) = 0.3 nebo P (A) = 0.3, P (B) = 0.35 .

A dále pro prvńı z možnost́ı je

P (A ∩Bc) = P (A) · P (Bc) = 0.35 · 0.7 = 0.245

a pro druhou volbu řešeńı je

P (A ∩Bc) = P (A) · P (Bc) = 0.3 · 0.65 = 0.195 .

Př́ıklad 3.4 (operace s nezávislými jevy) Zař́ızeńı na obrázku je tvořeno zapojeńım blok̊u, které pracuj́ı
nezávisle na sobě a pravděpodobnost́ı výskytu poruch jsou zadány. Vypočtěte pravděpodobnost poruchy funkce
celého zař́ızeńı.

• •

p1

p2

p4

p3 p5

Pravděpodobnosti vyč́ıslete pro p1 = 0.2, p2 = p3 = 0.4, p4 = 0.3 a p5 = 0.1.
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Řešeńı:
Úlohu si zjednoduš́ıme t́ım, že budeme postupně nahrazovat v́ıce blok̊u jedńım blokem, který bude

mı́t stejnou pravděpodobnost poruchy.
• Pro paralelńı zapojeńı

•

q1

q2

...

qn

•

a jevy Ai =“i-tý blok (seshora) má poruchu” je pravděpodobnost poruchy tohoto zapojeńı rovna

P (“porucha paralelńıho zapojeńı”) = P (A1 ∩ · · · ∩An) = P (A1) · · ·P (An) = q1 · · · qn .

• Pro sériové zapojeńı

• q1 q2 · · · qn •

a jevy Bi =“i-tý blok (zleva) má poruchu” je pravděpodobnost poruchy tohoto zapojeńı rovna

P (“porucha sériového zapojeńı”) = P (B1 ∪ · · · ∪Bn) = 1− P
(
(B1 ∪ · · · ∪Bn)c

)
=

= 1− P (Bc
1 ∩ · · · ∩Bc

n) = 1− P (Bc
1) · · ·P (Bc

n) = 1− (1− q1) · · · (1− qn) .

Pro vyřešeńı p̊uvodńıho zadáńı ted’

(a) nejdř́ıve nahrad́ıme sériové zapojeńı dvou blok̊u s pravděpodobnostmi poruch p2 = 0.4 a p3 = 0.4
jediným blokem s pravděpodobnost́ı poruchy

p2,3 = 1− (1− p2)(1− p3) = 1− 0.6 · 0.6 = 0.64 .

(b) dále nahrad́ıme paralelńı zapojeńı tř́ı blok̊u s pravděpodobnostmi poruch p1 = 0.2, p2,3 = 0.64 a
p4 = 0.3 jediným blokem s pravděpodobnost́ı poruchy

p1,2,3,4 = p1 · p2,3 · p4 = 0.2 · 0.64 · 0.3 = 0.0384 .

(c) a nakonec nahrad́ıme sériové zapojeńı dvou blok̊u s pravděpodobnostmi poruch p1,2,3,4 = 0.0384
a p5 = 0.1 jediným blokem, který odpov́ıdá celému zař́ızeńı a má pravděpodobnost poruchy

p1,2,3,4,5 = 1− (1− p1,2,3,4)(1− p5) = 1− 0.9616 · 0.9 = 1− 0, 86544 = 0.13456 .

Důležitá poznámka: Pro jev A ⊆ Ω, kde P (A) 6= 0, má funkce

P̃ (·) := P ( · |A)

všechny vlastnosti pravděpodobnosti (pro množinu výsledk̊u Ω a σ-algebruA). Tedy podmı́něná pravděpodobnost
se chová v prvńım argumentu jako obyčejná pravděpodobnost. Pozor, pro druhý argument už podobné
chováńı neplat́ı!
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V následuj́ıćıch větách použ́ıváme tento základńı vztah pro jevy A a B:

P (B ∩A) = P (B|A) · P (A)

pokud je podmı́něná pravděpodobnost P (B|A) definovaná, tj. pokud je P (A) 6= 0.

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
Věta o úplné pravděpodobnosti: Necht’ A1, . . . , An je úplný disjunktńı systém jev̊u na prostoru všech

výsledk̊u Ω (tedy jejich sjednoceńım je celé Ω a jevy jsou pro dvou disjunktńı).
Necht’ P (Ai) 6= 0 pro všechna i. Pak pro každý jev B ⊆ Ω plat́ı

P (B) =

n∑
k=1

P (B ∩Ak) =

n∑
k=1

P (B|Ak) · P (Ak) .

Bayesova věta: Pro jevy A a B plat́ı

P (A|B) =
P (B|A) · P (A)

P (B)

pokud P (A) 6= 0 a P (B) 6= 0.
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

A ve spojeńı s větou o úplné pravděpodobnosti máme

P (Ai|B) =
P (B|Ai) · P (Ai)

n∑
k=1

P (B|Ak) · P (Ak)
.

(Všimněte si, že výraz v čitateli je jedńım ze sč́ıtanc̊u ve jmenovateli.)

Př́ıklad 3.5 Na fakultě je 50% studuj́ıćıch na informatice, 30% na matematice a 20% na fyzice. Z těch,
co studuj́ı na informatice je 10% žen, na matematice 30% a na fyzice 20%.

(a) Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraný studuj́ıćı je žena?

(b) Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraný studuj́ıćı je muž na fyzice?

(c) Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraná studentka studuje matematiku?

Řešeńı:
Označme si jevy

A1 =“náhodně vybraný studuj́ıćı je informatik”

A2 =“náhodně vybraný studuj́ıćı je matematik”

A3 =“náhodně vybraný studuj́ıćı je fyzik”

B =“náhodně vybraný studuj́ıćı je žena”
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Jevy A1, A2, A3 jsou navzájem disjunktńı a jejich sjednoceńım je celý pravděpodobnostńı prostor Ω
(tvořený všemi studuj́ıćımi). Tedy máme úplný systém disjunktńıch jev̊u na Ω. Dále známe

P (A1) = 0.5 P (A2) = 0.3 P (A3) = 0.2

P (B|A1) = 0.1 P (B|A2) = 0.3 P (B|A3) = 0.2

(a) Chceme znát P (B). Podle věty o úplné pravděpodobnosti máme

P (B) =

3∑
j=1

P (B ∩Aj) =

3∑
j=1

P (B|Aj) · P (Aj) =

= 0.1 · 0.5 + 0.3 · 0.3 + 0.2 · 0.2 = 0.18 .

(b) Chceme znát P (Bc ∩A3). Podle definice podmı́něné pravděpodobnosti máme

P (Bc ∩A3) = P (Bc|A3) · P (A3) = (1− 0.2) · 0.2 = 0.16 .

(c) Chceme znát P (A2|B). Podle Bayesovy věty máme

P (A2|B) =
P (B|A2) · P (A2)

P (B)
=

0.3 · 0.3
0.18

= 0.5 .

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
Př́ıklad můžeme řešit i bez explicitńıho použit́ı výše uvedených vět a to pomoćı velikosti množin.

Tato velikost bude vyjadřovat ”počty”student̊u v dané množině ovšem s t́ım, že tento počet může být
i desetinné č́ıslo (použ́ıváme tak vlastně geometrický pravděpodobnostńı model). Tato desetinná č́ısla
pochopitelně nesmı́me zaokrouhlovat!

Prostoru Ω přǐrad́ıme nějakou velikost např. vol(Ω) = 100 (obvykle je dobré si volit takovou velikost,
kterou můžeme snadno dělit hodnotami ve jmenovateĺıch zlomk̊u v zadaných pravděpodobnostech).

Ted’ si postupně můžeme zač́ıt vyplňovat tabulku ńıže:

• počet studuj́ıćıch = vol(Ω) = 100

• počet studuj́ıćıch na informatice = vol(A1) = P (A1) · vol(Ω) = 0.5 · 100 = 50 a podobně pro
matematiku a fyziku

• počet žen na informatice = vol(B ∩ A1) = P (B|A1) · vol(A1) = 0.1 · 50 = 5 a podobně pro
matematiku a fyziku

• počet muž̊u na informatice = vol(Bc ∩A1) = vol(A1)− vol(B ∩A1) = 50− 5 = 45 a podobně pro
matematiku a fyziku

infor. (A1) matem. (A2) fyz. (A3)

muži (Bc) 45 21 16 82

ženy (B) 5 9 4 18

50 30 20 100

Odsud pak ihned máme např. že

počet žen = vol(B) =

3∑
i=1

vol(B ∩Ai) = 5 + 9 + 4 = 18

a tud́ıž

P (B) =
počet žen

počet studuj́ıćıch
=
vol(B)

vol(Ω)
=

18

100
= 0.18
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P (Bc ∩A3) =
počet muž̊u na fyzice

počet studuj́ıćıch
=
vol(Bc ∩A3)

vol(Ω)
=

16

100
= 0.16

a

P (A2|B) =
počet žen na matematice

počet žen
=
vol(B ∩A2)

vol(B)
=

9

18
= 0.5 .

Př́ıklad 3.6 Na fakultě je 50% studuj́ıćıch na informatice, 30% na matematice a 20% na fyzice. Z těch, co
studuj́ı na informatice je 10% žen a (podobně) na matematice 30% je žen. Mezi studuj́ıćımi je celkově 80%
muž̊u.

(a) Jaké procento z muž̊u studuje na matematice?

(b) Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraný studuj́ıćı je žena na informatice?

(c) Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraný studuj́ıćı fyziky je muž?

Řešeńı:
Opět si označme (jako u př́ıkladu 3.5) jevy

A1 =“náhodně vybraný student je informatik”

A2 =“náhodně vybraný student je matematik”

A3 =“náhodně vybraný student je fyzik”

B =“náhodně vybraný student je žena”

Opět máme úplný systém disjunktńıch A1, A2, A3 jev̊u na Ω =”všichni studuj́ıćı”. Tentokrát známe tyto
pravděpodobnosti

P (A1) = 0.5 P (A2) = 0.3 P (A3) = 0.2

P (B|A1) = 0.1 P (B|A2) = 0.3

P (Bc) = 0.8

(a) Chceme znát P (A2|Bc). Podle Bayesovy věty máme

P (A2|Bc) =
P (Bc|A2) · P (A2)

P (Bc)
=

(1− 0.3) · 0.3
0.8

=
21

80
= 0.2625 .

(b) Chceme znát P (B ∩A1). Podle definice podmı́něné pravděpodobnosti máme

P (B ∩A1) = P (B|A1) · P (A1) = 0.1 · 0.5 = 0.05 .

(c) Chceme znát P (Bc|A3). Protože neznáme P (A3|Bc), využijeme vztah

P (Bc|A3) =
P (Bc ∩A3)

P (A3)
.

Z věty o úplné pravděpodobnosti máme

P (Bc ∩A3) = P (Bc)−
2∑

j=1

P (Bc ∩Aj) = P (Bc)−
2∑

j=1

P (Bc|Aj) · P (Aj) =
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= 0.8−
(

(1− 0.1) · 0.5 + (1− 0.3) · 0.3
)

= 0.8− 0.66 = 0.14

takže

P (Bc|A3) =
P (Bc ∩A3)

P (A3)
=

0.14

0.2
= 0.7 .

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
Př́ıklad opět můžeme řešit i bez explicitńıho použit́ı výše uvedených vět (viz př́ıklad 3.5). Prostoru

Ω přǐrad́ıme opět velikost např. vol(Ω) = 100.
Ted’ postupně můžeme zač́ıt vyplňovat tabulku ńıže:

• počet studuj́ıćıch = vol(Ω) = 100

• počet studuj́ıćıch na informatice = vol(A1) = P (A1) · vol(Ω) = 0.5 · 100 = 50 a podobně pro
matematiku

• počet žen na informatice = vol(B ∩ A1) = P (B|A1) · vol(A1) = 0.1 · 50 = 5 a podobně pro
matematiku

• počet muž̊u na informatice = vol(Bc ∩A1) = vol(A1)− vol(B ∩A1) = 50− 5 = 45 a podobně pro
matematiku

• počet muž̊u = vol(Bc) = P (Bc) · vol(Ω) = 0.8 · 100 = 80 a podobně pro ženy

• počet muž̊u na fyzice = vol(Bc ∩A3) = vol(Bc)− vol(Bc ∩A1)− vol(Bc ∩A2) = 80− 45− 21 = 14
a podobně pro ženy na fyzice

infor. (A1) matem. (A2) fyz. (A3)

muži (Bc) 45 21 14 80

ženy (B) 0.1 · 50 = 5 0.3 · 30 = 9 6 20

50 30 20 100

Odsud pak ihned máme že

P (A2|Bc) =
počet muž̊u na matematice

počet muž̊u
=
vol(Bc ∩A2)

vol(Bc)
=

21

80
= 0.2625

P (B ∩A1) =
počet žen na informatice

počet studuj́ıćıch
=
vol(B ∩A1)

vol(Ω)
=

5

100
= 0.05

a

P (Bc|A3) =
počet muž̊u na fyzice

počet studuj́ıćıch na fyzice
=
vol(Bc ∩A3)

vol(A3)
=

14

14 + 6
= 0.7 .
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