
7. cvičeńı z STP

1. dubna 2021

Př́ıklad 7.1 Do pojǐst’ovny přijdou pr̊uměrně 2 hlášeńı škody denně.

(a) Jaká je pravděpodobnost, že za den přijdou alespoň 4?

(b) Jaká je pravděpodobnost, že do pojǐst’ovny přijde nejblǐzš́ı hlášeńı škody nejdř́ıve třet́ı den?

Řešeńı:

(a) Máme tedy veličinu
X = “počet hlášeńı za 1 den” ,

s Poissonovým rozděleńım Poiss(λ), kde λ = E(X) = 2 (jde o bezrozměrné č́ıslo).

P (X ≥ 4) = 1− P (X < 4) = 1− e−λ
(

1 + λ+
λ2

2!
+

λ3

3!

)

= 1− e−2
(

1 + 2 +
22

2
+

23

3!

)

=

= 1− 19
3 e−2 .

= 1− 0.857 = 0.143 .

(b) Tuto úlohu můžeme řešit jak s využit́ım exponenciálńıho rozděleńı, tak Poissonova rozděleńı.
Exponenciálńı rozděleńı bude mı́t veličina

Y = “doba čekáńı na př́ıchod daľśıho hlášeńı”.

• Pomoćı exponenciálńıho: Podle zadáńı má veličina X Poissonovo rozděleńı s parametrem λ = 2.
Tud́ıž pro náhodnou veličinu Y s exponenciálńım rozděleńım a středńı hodnotou E(Y ) = τ plat́ı,
že τ = T

λ
= 1 den

2 = 0.5 dne, kde T = 1 den. Hledaná pravděpodobnost je pak

P (Y > 2 dny) = 1− P (Y ≤ 2 dny) = 1− FY (2) = 1−
(

1− e−
2

0.5

)

= e−4 .
= 0.018.

• Pomoćı Poissonova: Pomoćı Poissonova: Uvažujme veličinu

X ′=“počet hlášeńı během 2 dn̊u”

Hledaná pravděpodobnost je dána jako

P (X ′ = 0) =
(λ′)0

0!
· e−λ′

= e−λ′

kde λ′ je parametr veličiny X ′ s Poissonovým rozděleńım. K určeńı parametru λ′ použijeme vztah
mezi veličinami Y a X ′ a už známou hodnotu parametru veličiny X , tj. plat́ı λ′ = T ′

τ
= λ · T ′

T

neboli
E(X ′)

E(X)
=

T ′

T

což odpov́ıdá i výše zmı́něnému požadavku, že pr̊uměrný počet událost́ı v časovém intervalu je
úměrný jeho délce. Konkrétně tedy λ′ = 2 · 2 dny

1 den
= 4, kde T ′ = 2 dny, a hledaná pravděpodobnost

je pak
P (X ′ = 0) = e−4 .

= 0.018.



Poznámky k normálńımu rozděleńı:

Veličina X má normálńı (neboli Gaussovo) rozděleńı N(µ, σ2) (kde µ ∈ R a σ > 0), jestliže má hustotu

fX(x) =
1

σ
√
2π

· e−
(x−µ)2

2σ2 pro x ∈ R .

x
µ

fX

Je to tedy spojité rozděleńı, E(X) = µ, var(X) = σ2 a oborem hodnot veličiny X je celá reálná osa.
Všimněme si ještě, že hustota fX je symetrická vzhledem ke středu µ a proto plat́ı FX(µ) = 1

2 .
Toto rozděleńı je limitńım rozděleńım, které aproximuje součty nezávislých stejně (nebo podobně) roz-

dělených veličin (v́ıce později v Centrálńı limitńı větě). Typicky se tedy objevuje u veličin, jejichž hodnoty
jsou ovlivněny mnoha drobnými odchylkami (např. u chyb měřeńı, výšky člověka apod.)

U zmı́něné výšky člověka (která může být samozřejmě jen kladná) nebo u veličin s hodnotami ome-
zenými na nějaký interval, je přesto použit́ı normálńıho rozděleńı (které může nabývat libovolných hodnot)
přiměřené. Je to t́ım, že u dané veličiny Y předpokládáme aproximaci pomoćı normálńıho rozděleńı obvykle
jen ve vhodném okoĺı kolem středńı hodnoty µ := E(Y ). Je to podobná situace, jako když aproximujeme
funkci pomoćı jej́ıho Taylorova polynomu v okoĺı daného bodu.

Přesněji to vystihuje toto tvrzeńı:

Věta: Necht’ Y je veličina s hustotou fY , středńı hodnotou µ a rozptylem σ2 6= 0. Necht’ X ∼ N(µ, σ2).
Jestliže se hustoty fX a fY rovnaj́ı na nějakém intervalu (a, b) ⊆ R takovém, že µ ∈ (a, b) a pokud FY (µ) =

1
2 ,

pak
FY (t) = FX(t) pro všechna t ∈ (a, b) .

Značeńı: Pro náhodnou veličinu X s konečnou středńı hodnotou a konečným rozptylem, položme

norm(X) :=
X − E(X)
√

var(X)
.

Speciálně tedy vid́ıme, že E
(
norm(X)

)
= 0 a var

(
norm(X)

)
= 1.

Plat́ı: Pro takovouto veličinu X a konstanty a > 0 a b ∈ R je

norm(aX + b) = norm(X) .

Důležité vlastnosti normálńıho rozděleńı:

• X ∼ N(µ, σ2) ⇒ norm(X) = X−µ
σ

∼ N(0, 1) (je to tzv. normované normálńı rozděleńı s hodnotami
v tabulkách) dist. funkce pro N(0, 1) se znač́ı Φ.

V tomto př́ıpadě pak máme FX(t) =P (X ≤ t) = P
(

X−µ

σ
︸︷︷︸

=norm(X)

≤ t−µ

σ

)

= Φ
(

t−µ

σ

)

pro všechna t ∈ R.
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• hustota fN(0,1) je sudá funkce ⇒ Φ(t) + Φ(−t) = 1 pro všechna t ∈ R.

• Necht’ Xi ∼ N(µi, σ
2
i ), pro i = 1, 2, jsou nezávislé. Pak X1 +X2 ∼ N(µ1 + µ2, σ

2
1 + σ2

2) (tj. speciálně
součet nezávislých normálńıch rozděleńı je zase normálńı.)

Pro vybraná č́ısla t ≥ 0 se daj́ı hodnoty Φ naj́ıt ve statistických tabulkách. Pro záporná č́ısla si pak
pomůžeme vztahem Φ(−t) = 1− Φ(t).

Př́ıklad 7.2 Výška dět́ı v 1. tř́ıdě je náhodná veličina X ∼ N(130 cm, 36 cm2). Jaká je pravděpodobnost,
že náhodně vybrané d́ıtě bude

(a) větš́ı než 136 cm,

(b) menš́ı než 118 cm,

(c) mı́t výšku mezi 127 a 133 cm?

Řešeńı:

Nyńı tedy máme X ∼ N(130, 36). Pro jednodušš́ı zápis si ještě označme Z := norm(X).

(a)

P (X > 136) = P

(

X − 130√
36

︸ ︷︷ ︸

Z

>
136− 130√

36
︸ ︷︷ ︸

1

)

= P (Z > 1) = 1− P (Z ≤ 1) =

= 1− Φ(1)
.
= 1− 0.8413 = 0.1587 .

x

124
︸︷︷︸

µ−σ

118
︸︷︷︸

µ−2σ

µ = 130

15.87%

136
︸︷︷︸

µ+σ

142
︸︷︷︸

µ+2σ

fN(130,62)

(b)

P (X < 118) = P

(

X − 130√
36

<
118− 130√

36

)

= P (Z < −2) = Φ(−2) =

= 1− Φ(2)
.
= 1− 0.9772 = 0.0228 .
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x

124
︸︷︷︸

µ−σ

118
︸︷︷︸

µ−2σ

µ = 130

2.28%

136
︸︷︷︸

µ+σ

142
︸︷︷︸

µ+2σ

fN(130,62)

(c)

P (127 < X < 133) = P

(

127− 130√
36

<
X − 130√

36
<

133− 130√
36

)

=

= P (−0.5 < Z < 0.5) = P (Z < 0.5)− P (Z ≤ −0.5) =

= Φ(0.5)− Φ(−0.5) = Φ(0.5)−
(

1− Φ(0.5)
)

=

= 2 · Φ(0.5)− 1
.
= 2 · 0.6915− 1 = 0.383 .

x

124
︸︷︷︸

µ−σ

118
︸︷︷︸

µ−2σ

µ = 130

38.3%

136
︸︷︷︸

µ+σ

142
︸︷︷︸

µ+2σ

fN(130,62)

Poznamenejme ještě, že hodnoty výšek, které nás zaj́ımaly (tj. 136 cm, 118 cm atd.) se pohybuj́ı cel-
kem bĺızko středńı hodnoty E(X) = 130 cm, takže předpoklad o normálnosti rozděleńı X byl přiměřený.

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
Výpočty si můžeme i urychlit př́ımým vzorcem FX(t) = Φ( t−µ

σ
), kde µ = 130 cm a σ = 6 cm:

(a) P (X > 136) = 1− FX(136) = 1− Φ(136−130
6 ) = . . .

.
= 0.1587

(b) P (X < 118) = FX(118) = Φ(118−130
6 ) = . . .

.
= 0.0228

(c) P (127 < X < 133) = FX(133)− FX(127) = Φ(133−130
6 )− Φ(127−130

6 ) = . . .
.
= 0.383

Př́ıklad 7.3 Oštěpařky Anna a Barbora maj́ı středńı hodnoty hod̊u po řadě 67m a 75m a směrodatné
odchylky 6m a 3m. Předpokládejme nezávislá normálńı rozděleńı. Odhadněte pravděpodobnost, že při jednom
hodu hod́ı Anna dál.
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Řešeńı:

Náhodná veličina

A =“délka hodu Anny”

má rozděleńı N(67, 62) a veličina

B =“délka hodu Barbory”

má rozděleńı N(75, 32).

Zaj́ımá nás P (A > B) = P (A−B > 0). Protože veličiny A a B jsou nezávislé, tak veličina Z := A−B

má také normálńı rozděleńı, a sice

Z ∼ N(67− 75, 62 + 32) = N(−8, 45) .

Takže

P (A > B) = P (Z > 0) = P

(

Z − (−8)√
45

︸ ︷︷ ︸

norm(Z)

>
0− (−8)√

45

)

= 1− P

(

norm(Z) ≤ 8√
45

)

=

= 1− Φ
(

8√
45

)
.
= 1− Φ (1.1926)

.
= 1− 0.883 = 0.117 .

POZOR! Zat́ımco středńı hodnota je lineárńı zobrazeńı, tak rozptyl se chová jinak! Konkrétně je
to takto:

Necht’ X a Y jsou veličiny se středńı hodnotou a konečným rozptylem. Pak

• E(X ± Y ) = E(X)± E(Y )

• var(X ± Y ) = var(X) + var(Y )± 2 · cov(X,Y ) (≥ 0)

Zde cov(X,Y ) je tzv. kovariance (viz poznámky ńıže). Speciálně, pokud X a Y jsou nezávislé, je
cov(X,Y ) = 0. Máme tedy:

• X a Y nezávislé ⇒ var(X ± Y ) = var(X) + var(Y )

Tedy v tomto př́ıpadě se rozptyly VŽDY sč́ıtaj́ı!

Př́ıklad 7.4 Délka hrany krychle je náhodná veličina X ∼ Ro(1, 2). Určete distribučńı funkci náhodné
veličiny Y popisuj́ıćı plochu povrchu této krychle.

Řešeńı:

Máme veličiny

X=“délka hrany krychle”

Y=“plocha povrchu krychle”

takže Y = 6 ·X2 a pro distribučńı funkci náhodné veličiny Y dostáváme

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (6X2 ≤ y) = P (X2 ≤ y
6 ) =







P
(
|X | ≤

√
y
6

)
= FX

(√
y
6

)
, y ≥ 0

P (∅) = 0 , y < 0 .
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kde jsme využili toho, že obor hodnot pro X je 〈1, 2〉, tedy X ≥ 0 a speciálně tak plat́ı, že |X | = X .

Ted’ si už si jen vyjádř́ıme FX a dosad́ıme:

Pro veličinu X ∼ Ro(1, 2) je jej́ı hustota fX(x) =

{

1, 1 ≤ x ≤ 2

0, jinak
a distribučńı funkce

FX(x) =

∫ x

−∞
fX(t) dt =







0, x < 1

x− 1, 1 ≤ x ≤ 2

1, x > 2

s grafem

1

0 1 2

x

FX(x)

Do FX (správně!) dosad́ıme x =
√

y

6 (pro y ≥ 0) a přeṕı̌seme podmı́nky pro y:

1 ≤
√

y
6 ≤ 2 ⇔ 1 ≤ y

6 ≤ 4 ⇔ 6 ≤ y ≤ 24

(zbylé podmı́nky jsou podobné) a dostaneme tak

FY (y) =







0, y < 6
√

y
6 − 1, 6 ≤ y ≤ 24

1, y > 24

s grafem

1

0 6 12 18 240
y

FY (y)
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