1. cviceni z STP

14. -18. tnora 2022

Uvazujme vybér z n ruznych predméti, které vybirame k-krat. Pocet vSech jednotlivych moznosti pro
ruzné zpusoby vybéru uvadi nésledujici tabulka:

Vybér || bez opakovéni (vraceni) | s opakovdnim (vracenim)
uspofddany || n(n—1)---(n—k+1) n¥
-1
neusporadany (Z) (TH—: )

Jako tuvod pfi pocitani s pravdépodobnostmi budeme uvazovat situaci, ze

e Q) bude ngjakd (koneénd) mnozina vsech moznych vysledku (které muzeme ziskat) a které budeme
povazovat za ”rovnocenné”

e jevem budeme rozumét (zatim jakoukoliv) podmnozinu A mnoziny €2 (jev tedy predstavuje napf.
néjakou vlastnost, kterou dané vysledky obsazené v A sdili)

e jevu A pak pfifadime pravdépodobnost predpisem P(A) = %, ¢imz davame vlastné najevo, tu

“rovnocennost” vysledku, kdy pravdépodobnost daného jevu A je imérné pouze velikosti | A| a nikoliv
tomu, které konkretni vysledky tento jev obsahuje.

Takovéto pocitani pravdépodobnosti se nazyva Laplacetiv model pravdépodobnosti (nebo nékdy jen Laplaceova
pravdépodobnost).

Piiklad 1.1 Hdzime dvéma kostkami. Stanovte pravdépodobnost jevu

A = "na kostkdch padne soucet mensi nez 5”.

Reseni:

Vysledky pokusu jsou uspotradané dvojice, kde prvni ¢len dvojice odpovidd hodu 1. kostkou a druhy
¢len odpovidd hodu 2. kostkou. Tedy mnozina v8ech moznych vysledku je Q = {(¢,5) | 4,5 =1,...,6}
a vypsano konkrétné je to:

(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6),

tzn. pocet viech moznych vysledku je |Q = 36. Jev A pak predstavuje podmnozinu A = {(i,5) €
0] i+ j <5} akonkrétné je to

A= {(1’ 1)7 (L 2)7 (17 3)a (27 1)3 (27 2)7 (Sa 1)}

Pocet vysledku piiznivych jevu A je tak |A] = 6. VsSechny mozné vysledky povazujeme za stejné

pravdépodobné, proto je hledand pravdépodobnost jevu A rovna P(A) = % = % = é.




Poznamka: Predpoklddejme, ze v predchozim pfikladu méame dvé nerozlisitelné kostky. Jestlize pak napt. padnou soucasné
&isla 1 a 2, neumime poznat, co padlo na jaké kostce, a jako vysledek mame tedy jen neusporddanou dvojici {1,2} (a podobné
u dalsich vysledku). Jestlize bychom nyni chtéli postupovat jako v pfedchozim piikladu, méli bychom mnozinu vysledku

O ={{ij}|1<i<j<6},
kde zépisem {4, j} nyni (na chvili) myslime neuspofddanou dvojici, tj. € je tvofeno prvky
{1,1} {1,2} {1,3} {1,4} {1,5} {1,6},
{2,2} {2,3} {2,4} {2,5} {2,6},
{3,3} {3,4} {3,5} {3,6},
{4,4} {4,5} {4,6},

{5,5} {5,6},
{6,63,

kterych je || =142+3+4+5+6 = 21. Jev "soucet je mensi nez 57 pak bude odpovidat mnoziné
A" = {{1,1},{1,2},{2,2},{1,3}}

!
kterd mé |A’| = 4 prvky. Pokud bychom nyni chtéli uréit pravdépodobnost opét zptusobem P(A’) = ‘\S’I‘ = %, zjistime, Ze
jsme dostali jinou (dokonce vétsi) hodnotu nez % z predchoziho prikladu. Ktery postup byl tedy spravné a proc?

Problém je v druhém postupu, a sice v tom, Ze jsme mléky opét predpokladali, Ze vysledky mnoziny €2’ jsou rovnocenné. To
ale uz nemuzeme, protoze napft. vysledek {1,2} vznikd ze dvou pfipadi (1,2) a (2, 1), zatimco vysledek {1, 1} pouze z jednoho
piipadu (1,1). I kdyz tedy kostky tfeba rozlisit neumime, jsou stdle dvé a kazdd m4 své vysledky (bez ohledu na nasi schopnost
je od sebe odligit). Proto je také vysledek {1,2} dvakrét ¢astéjsi pfi skuteénych fyzickych hodech kostkami nez vysledek {1,1}
a mél by proto mit také dvojndsobnou pravdépodobnost (oproti vysledku {1,1}).

Proto neuspoiddané dvojice (obecnéji: neuspoiddané vybéry) v tomto piipadé nemuzou slouzit jako zdklad pro Laplaceovu
pravdépodobnost a my si nutné musime vzit uspofddané dvojice (obecngji: uspofddané vybéry). Na druhé strané i vysledky
popisované neuspotradanymi dvojicemi lze pouzit, oviem s tim, Ze dand neusporddand dvojice bude mit pravdépodobnost
tmérnou poctu jejich uspofddanych verzi, tj. napf.

o P({1,1}) = 5=

o P{1,2}) =2x% 55 = 15 .

To uz je obecnéjsi model pravdépodobnosti nez ten Laplaceuv. OvSem, jak je vidét, stejné se i v tomto piipadé vlastné z
Laplaceova modelu odvozuje a z hlediska pocitani je tak stejné vyhodnéjsi prejit k usporddanym vybérum.

Piiklad 1.2 V balicku mdme 32 karet, z toho 4 esa. Dvakrdt za sebou vytdhneme ndhodné jednu kartu.
Stanovte pravdépodobnost jevu

A = “alespori jedna z vytaZenych karet je eso”,
jestlize po prunim tahu kartu
(1) vrdtime,
(2) nevrdtime

zpét do balicku.

Reseni:

(1) Vysledky pokusu jsou opét usporddané dvojice (mnozina ;). Prvni ¢len dvojice odpovidd karté
vytazené v prvnim tahu a druhy ¢len karté vytazené v druhém tahu. V prvnim tahu muzeme kartu
vytdhnout 32 zpusoby. Protoze vytazenou kartu vracime zpét do urny, i v druhém tahu mame 32
moznosti. Pocet véech moznych pifpadii je tedy |Q;| = 322. Piiznivym pifpadim odpovidaji tahy
(libovoln4 karta - eso), (eso - libovolnd karta), (eso - eso). Pocet pifznivych pifpadu je |A1| =28-4+4-
28 + 4 - 4. Hledana pravdépodobnost je rovna

|A;] 28-4+44-2844-4 15

P(A)) = — = == =0.2344.
(A1) N 322 6 = 023
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Jednoduseji se k vysledku muzeme dostat pres doplitkovy jev
Af = Q1 \ A = “24dnd z vytazenych karet nenf eso”,
Pro pravdépodobnost pak plati, ze

_ I NA ] - A
€21 |€2:]

P(A7) =1-P(A)

Pocet prvki A$ je pak (analogicky jako u Q) roven 282, takze

28 - 28 _1 7-7 15
32-32  ~ 8-8 64
(2) Tentokrat z uspofddanych dvojic karet musime vyloucit ty, kde prvnf i druhd karta jsou stejné
(dostaneme tak mnozinu Q3). Pocet moznych piipadu je vzhledem k tomu, Ze po prvnim tahu kartu
nevratime, |Qa] = 32 - 31. Piiznivym pifpadum odpovidaji opét tahy (libovolnd karta - eso), (eso -
libovolnd karta), (eso - eso). Pocet pifznivych piipadu je nyni |As] = 28 -4+ 428 + 4 - 3. Hledand
pravdépodobnost je rovna

P(A) =1— P(AS) =1

|Ag|  2-4-28+4-3 59 |
P(Ay) = =2 =22 272 7 = 02379,
(4z) 12| 32-31 245 ~ 231

Ptes doplikovy jev je to opét jednodussi:

A5 = “zadna z vytazenych karet nenf eso”,

|AS| = 28 - 27

28-27 59

32-31 248

Kromé toho je vidét, ze pravdépodobnosti se v piipadech vraceni (0.2344) i nevraceni (0.2379) ptilis
nelisi. Je to proto, ze pokud mdme velké mnozstvi N (zde N = 32), ze kterého tahdme pouze k-
krdt (zde k = 2), tj. "nékolikrat” v porovnani s tim, jak velké mnozstvi mdame, neboli k << N,
tak pravdépodobnost, ze bychom opakované vytahli znovu tentyz predmét je zanedbatelna. Tudiz obé
pravdépodobnosti se budou témét shodovat.

P(A)) =1— P(AS) =1

Priklad 1.3 Na party se seslo 14 studentu, z toho 8 vysokoskoldki a 6 stredoskoldki. Jakd je pravdépodobnost,
Ze v ndhodné vybrané ctverici budou

(1) vsichni Styri stiedoskoldci (jev A),
(2) prdvé jeden vysokoskoldk (jev B),
(8) aspori jeden vysokoskoldk (jev C)?

Reseni:
Prostor vsech moznych rovnocennych vysledku je

Q = “vsechny neusporddané 4-ce utvorené ze 14 osob”
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tedy vSechny 4-prvkové podmnoziny 14-ti prvkové mnoziny (neboli neusporddany vyber 4 prvku ze 14

proki bez opakovdnd). Jejich pocet je kombinaéni ¢islo |Q| = (144) = 4!(1147414)!.

(1) Pocet viech étvefic vytvofenych pouze ze stiedoskoldkii je (), tudiz hledana pravdépodobnost je

6
_ (4) e
P(A) = iy = 0.015.
4
(2) Pocet vsech trojic vytvorenych ze stredogkoldku je (g), pocet vsech ”jednic” vytvotrenych z vysokoskol
je (?) = 8. K vytvofeni pfiznivych ¢tvefic je tfeba vSechny trojice zkombinovat se vSemi ” jednicemi”,
tudiz hledand pravdépodobnost je

8\ (6
pp)= W6 -
()
(3) Jednd se o doplikovy jev k jevu A, tj. C' = A€, tudiz
P(C) =1— P(A) = 0.985.

Poznamka: V tomto piikladu jsme setkali s tzv. hypergeometrickym rozdélenim.

To se objevuje tehdy, kdyz
e 7 mnoziny, kterd m& N prvku (zde N = 14),

e 7z nichz prdvé K mé néjakou vlastnost V (zde K = 8 a V ="byt vysokoskoldk”),

e chceme vybrat pravé n prvku (zde n = 4)

a ptame se, s jakou pravdépodobnosti bude pravé k z nich mit vlastnost V.

Tato pravdépodobnost je ddana podilem pfiznivych moznosti ku vSem. Pfiznivé jsou dédny poctem
zpusobu jak vybrat k prvku (s V) z K prvku (s V) ndsobeno poétem zpusobu jak vybrat zbytek, tj.
n — k prvku (bez V) z N — K prvku (bez V). Celkem tedy

K\ (N-K
(k) ) (nfk)
(%)
n
pricemz rozsah proménné k je ur¢en pomoci
max{0,n+ K — N} <k < min{n, K}

tedy
0 =max{0,44+8 — 14} < k <min{4,8} =4.

Tuto podminku dostaneme ihned z nerovnosti
k<K, n—k<N-K,

k<n, n—-k<n.

)
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Piiklad 1.4 Jakd je pravdépodobnost, zZe ve skupiné n lidi maji alesponi dva narozeminy ve stejny den?
(NeuvaZujte prestupné roky a predpoklddejte, Ze se béhem celého roku déti rodi rovnomérné.)

Resent:
Prvni ¢ést z predpokladu znamend, ze pocet vSech dnu v roce pro nas bude vzdy 365. Druhd cast
predpokladu pak znamend, ze vSechny dny v roce povazujeme za rovnocenné. Tedy pravdépodobnost,
ze se dany ¢lovék narodi v dany den v roce bude pro vSechny dny stejnd. To, ze pracujeme se skupinou n
lid{ si také muzeme ekvivalentné predstavit tak, ze mame urnu s listky s ¢isly od 1 do 365 (predstavujicimi
ocislované dny v roce) a my z ni n-krat opakované budeme losovat ¢isla s tim, ze listky vzdy vratime
zZpét.

Vysledky pokusu jsou tudiz usporddané n-tice s hodnotami od 1 do 365. Tedy ©Q = {1,...,365}"
(tj. kartézsky soutin mnoziny {1,...,365} a to celkem n-krat, podobné jako tfeba zapisujeme R™).

Necht A je jev, ze ve skupiné n lidi majf alespoii dva narozeniny ve stejny den. Pak jev A¢ znamend,
ze ve skupiné n lidi mé kazdy ¢lovék narozeniny v jiny den. Jde tedy o variace bez opakovani tiidy n z
365 prvku.

|| = 365"
|A€| =365-364----- (365 —n+1)

a tedy

. 365-364-----(36b—n+1
P(A°) = —_ ),

@ tud 365364 (365 —n + 1
P(A) =1 P(A%) =1 2% 365(n —ntl)

Pro zajimavost se jesté podivame na pfibliznou hodnotu této pravdépodobnosti. Pro jednoduchost oznacme H = 365.

Fole mime B ) (L) )
P(A)=1- L2 . 1-=) . T

H™ H

n—1
n— In(1— £
:l_eln(l—i)m(l— Hl) :l_ekgl n( H)

Pouzijeme ted linedrni aproximaci funkce

n—1
f@)=> In(l-kz)
k=1

v bodé zg = 0, kterou pak vycislime pro z = %, kterd je blizka nule, a to jako f(z) = f(0) + f/(0) - (x — 0). Tedy
n—1 4 n—1 k
fl(z) = In(1— kx =—
() ; ( ) I; —

n—1
Fo) ==y k="l

n—1 k 1 ) 1 n(n—l)
;1H(1—5)=f(ﬁ)~o+f(0)~ﬁz— T

n(n—1)

P(A)=1—¢ 2365

Odsud mame, ze

a ukdzku nékterych hodnot v tabulce:

[ n [ 23] 24 [ 25 [ 26 [ 271 [ 50 |
[ P(A) ] 50% [ 53.06% | 56.04% | 58.95% | 61.77% [ 96.51% |
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