10. cviceni z PST

18. - 22. dubna 2022

Piiklad 10.1 Tramwvaj md intervaly mezi prijezdy 10 minut. Jakd je pravdépodobnost, Ze béhem 24

pracovnich dnu strdvi ¢loveék pri cestdch do prdce a zpét éekdnim na tramvaj nejvyse 3 hodiny? V jakém
symetrickém intervalu se pri téchto cestdch bude nachdzet celkovd cekact doba s pravdépodobnosti 90% ?

ResSeni:
Pro veli¢inu

Z = “celkovd doba cekdni béhem 24 dni pri cestach tam a zpét” [v hodinach]

nés zajima P(Z < 3).
K feseni opét pouzijeme centralni limitni vétu. Oznacme si tedy proi =1,2,....,n, kden = 24-2 = 48,
veli¢iny
X; = “doba stravend cekdnim pri i-tém prichodu na zastdvku” [v hodindch]
které pokladdme za nezavislé. Tramvaj jezdi pfesné po 10 minutach, zatimco nase pfichody na zastavku

budeme pokladat za ndhodné s rovnomérnym rozdélenim v rdmci 10 minutového intervalu. Proto i doba
¢ekani X; bude mit rovnomérné rozdéleni (v jednotkdch hodin) tvaru Ro (a,b) = Ro (0, §)

n
Protoze opét plati Z = > X;, dostaneme

=1
E(X,) a;bzogézé = E(Z):n-E(Xl):48~%:4
var(X;) = (b I2a)2 _ (5 1—20)2 _ 12%36 =  var(Z) = n-var(Xy) :48'ﬁ :%
= var(Z) = %:%

N

\/;i% = 3(Z—4) ptiblizneé rozdéleni N (0, 1). Muzeme

(a) Podle CLV bude mit veli¢ina norm(Z) =
proto psat

iz (7 <0-0) - i) L

norm(Z)
(CLV)
= ®(-3)=1-d(3) =1 — 0.9987 = 0.0013 .

(b) Hledéme > 0 tak, aby 0.9 = P(X € (B(X) — e, B(X) + a>) tedy

O.9:P<Xe (E(X)—E,E(X)+g>) :P(—ggX—E(X) Sg) —

e X — B(X) e (cLv)
- P( B V/var(X) = V/var(X) = \/var(X)) - P( ~ e s o) = 35) RS

= 28(3¢) — 1




Resfme proto pribliznou rovnost
09=20(3) -1

1.9
B(3e) = - = 0.95

1 1.64
ex3- ®71(0.95) = % =0.548 h

Celkov4 ¢ekaci doba tedy bude s pravdépodobnosti 90% v intervalu (4.548 h, 3.452 h).

Odhad chyby v CLV pro rovnomeérné rozdéleni: Pokud maji veli¢iny X; rovnomeérné rozdéleni na
intervalu (a,b), pak

a b—a)® —a b—a)®
p=BX) = o= VD) =B =55 o= B (Xi- ) = 55

n

¢imz pro Z, = Y X; dostdvame odhad

i=1
3v3 0.62
Fromm(z,)(1) = ®(1)] < 04748 2Y2 < ZE.
(z,)(t) = ®(2) i NG
Pfipomenuti: Méjme ndhodny vybér (X7, ..., X,,) zavisly na parametru ¥ (tj. mame vektor z nezavislych

stejné rozdélengch ndhodnych velicin X; s distribuéni funkei Fy zdvislou na parametru ¢). Muzeme uvazovat
i zavislost na vice parametrech, ale vétsinou budeme pracovat jen s jednim.

V praxi mdme hodnotu parametru danou (oznacme si ji ¥g), ale bohuzel ji nezndme. Snazime se ji proto
ur¢it (jako hodnotu 5) z naméfenych hodnot (z1,...,z,) € R™ a to co “nejlépe” (tim, Ze si stanovime
néjaké vhodné podminky, které chceme splnit). Hodnoté 9 pak fikdme bodovy odhad (té skutecné hodnoty
parametru dJg).

Moznych metod odhadu je vice. Obvykle se pouzivaji

e metoda maximalni vérohodnosti

+ wvghody: davéa (v podstaté) vzdy vysledek; je mozné ji pouzit i pro veli¢iny, co nemaji ¢iselné
hodnoty (coz znamend, ze nezdlez{ na hodnotéch, ale na jejich pravdépodobnostech)

— nevghody: neni vytvofena pro veli¢iny se smiSenym rozdélenim (tj. jinym nez bud diskrétnim
nebo spojitym)

e metoda momentu

+ wijhody: da se pouzit na jakykoliv typ veli¢iny X (kterd mé koneéné hodnoty E(X¥) pro prvnich
nékolik £k =1,2,3,...)

— nevghody: obecné nemame zarucéeno, ze dostaneme néjaky vysledek

Priklad 10.2 Pocet kazu X na tabulkdch skla se 7idi Poissonovym rozdélenim. Bylo pozorovdno

i = pocet kazi na dané tabulce || 0 3|95
n; = pozorovand cetnost 17 1121

N

Metodou mazimdini vérohodnosti (prip. metodou momenti) urcete parametr X tohoto Poissonova rozdélen.
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Reseni:

Celkovy pocet méfeni je n = >, n; = 17+ 4+ 1+ 2+ 1 = 25. Naméfené hodnoty (z1,...,z,) se
sklddaji z hodnot i € {0,1,2,3,5}, kde kazd4 z nich se vyskytuje se svoji Cetnosti n;. Protoze nebude
zalezet na potadi, v jakém jsme hodnoty z; naméfili, muzeme si pro jednoduchost predstavit, ze je

(@1,...,%n) = (0,...,0,1,...,1, 2, 3, 3, 5) .
—— N———
17—krdat 4—krdt

)\k
Pro ndhodnou veli¢inu X s rozdélenim Poiss(\) je P\(X = k) = o e

Metoda maximalni vérohodnosti:
Hleddme takové X\ > 0, které maximalizuje funkci vérohodnosti L(\), kterd je definovdna jako

nezav. i . )\ -
L(,\):pA(Xl:xl,...,Xn:zn)( = )HPA(XJ':%‘):H et =

j=1 j=1

B )\70 ei/\ 17 )\71 ei/\ 4 )\72 ei}\ 1 Aig 67A 2 )\75 ei)\ 1 B
—\o! 1! 2! 3! 5! -
)\0~17+1~4+2‘1+3~2+5~1

)\17
o MNATHAF14241) _ o~ 25X
konst. konst.

kde X; jsou jednotlivé nezavislé veli¢iny (v pokusech) a x; naméfené hodnoty.

Pro vySetfeni maxima je vhodnéjsi ptejit k logaritmu této funkce, tj.
L(A) =InL(A) = 17In X\ — 25\ — In(konst.)

7 jeji derivace

/ —_— e —
r0) =5 2.

ziskdme feseni 17 17
— —25=0 — A= — =0.68.
A 25

a ze znamének derivace je snadno vidét, ze v A = %—g je skuteéné maximum.

Metoda momenti:

Chceme, aby platily rovnosti teoretickych momentii E(X*), zavislych na parametru ), a vybérovych
moment my, := = 3" | x¥, tedy E(X*) =my, pro co nejvice po¢atecnich hodnot k = 1,2,....

Pocet rovnic volime tak, abychom dostali co nejmensi (nenulovy) pocet Fesen{ (idedlné jen jedno) pro
parametr A . Existenci feSeni ale obecné zaru¢enou neméme.

V nasem piipadé budeme tedy pozadovat rovnost E(X) =m; (= Z) . Pfitom mame

e stiedni hodnotu E(X) = A

n
Lo S 0-1741.442.143.245.1 _ 17
P DA SO e 0 4421432451
e vybérovy prumér T = = — = S = VIR ] =3
i
Takze dostavame opét odhad A = ;—g, coz neni piilis prekvapivé, protoze parametr A m&a vyznam

stiedni hodnoty X a ta se nejlépe odhaduje pomoci vybérového prumeéru .
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Piiklad 10.3 Pocet neuspésniyjch zdsahtu terce predtim, meZ se stielec trefi, md geometrické rozdéleni
Geom(p). Zaznamenali jsme, Ze teré byl zasaZen
20 krdt napoprvé
10 krdt aZ napodruhé
7 krdt aZ napotreti

3 krat az napocturté.

Metodou mazimdlni vérohodnosti (prip. metodou momenti) odhadnéte parametr p, predstavujici pravdépo-
dobnost uspésného zdsahu.

Reseni:
Velicina
X = “pocet neuspésnych zasahi, nez se trefime”
mé geometrické rozdéleni Geom(p) pro p € (0,1) a

Pp(X =i)=(1-p)'p, i€Ng.

7Z tabulky

hodnota 7 veliciny X 0123
pozorovand cetnost n; || 20 | 10 | 7 | 3

vidime, Ze pocet méfeni je n = ), n; = 20410+ 7+ 3 = 40. Naméfené hodnoty (z1,...,z,) se skladaji
z hodnot i € {0, 1,2, 3}, kde kazda se vyskytuje se svoji ¢etnosti n;.

Metoda maximalni vérohodnosti:
Hleddame hodnotu p € (0, 1), kterd maximalizuje funkci vérohodnosti

Lp) =Pp(X1 =21,.... Xp =) = [[ B(X; = ;) =

= ((1 - p)op)20<(1 - p)1p> 1O((l - p)2p)7((1 —p)gp)g =

_ (1 _ p)0~20+1~10+2~7+3-3 .

p20+10+7+3 — (1 _ p)33 A p40

kde X; jsou jednotlivé nezavislé veliciny (odpovidajici jednotlivym pokusim) a x; naméfené hodnoty.
Ekvivalentné budeme hledat maximum funkce

{(p) =In (L(p)) =33-In(1 —p)+40-Inp .

7 jeji derivace
33 40 —-73p+40
Op) =g+ = TP
l—-p p (1-pp
dostavame reseni

R 40 .
() =0 = P=g=0.54795

které vyhovuje zadéni, tj. p € (0,1). Ze znamének derivace je snadno vidét, ze v p = 22 je skuteénd
maximum.
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Metoda moment:
Porovnavame teoretické k-té momenty E(X*) s jejich odhady my = % Py x¥ pro prvnich nékolik
k=1,2,....

Stfedn{ hodnota geometrického rozdéleni X ~ Geom(p) je

1—
BE(x)=—2
p
a jeji odhad z realizace je
_ j; ST 904 1.1042.74+3-3 33
mq = = = = = — .
! n S ng; 204+10+7+3 40
Porovnanim dostaneme 1 % 23
%p —EX)=z="
P 40
coz dava opét feSeni
40 .
= — =0.54795
P=73

jako v predchozi metodé.

Jak je vidét, v pripadé geometrického rozdéleni dostdvame pro jeho parametr p stejné vysledky pro
obé metody.

Poznamka k vérohodnostni funkci pro spojitd rozdéleni: Pro metodu max. vérohodnosti se u
diskrétniho rozdélen{ vyuzivé pravdépodobnosti, ze dand hodnota xy bude presné nabyta, tj. P(X = xg).
Tyto pravdépodobnosti by ale byly v ptipadé spojitého rozdéleni vzdy nulové. Musime tedy pouzit néjakou
jinou charakteristiku v daném bodé a zde se nabizi hustota fx. Jak ale vime, hustota neni ur¢ena svymi
hodnotami, ale jen svymi integraly. My ovSem nebudeme ani tak chtit zkoumat hustotu v bodé xg, nybrz
spise chovani vyrazu P( X € (zg — &,z0 + s)) pro ¢ — 0+4. D4 se ukdzat, ze pokud je hustota fx spojitd v
T, pak plati

) 1
513& % ~P<X € (xg— €, 20 +5)) = fx(zo) .
Tedy v tomto piipadé je chovani daného vyrazu skutetné piiblizné imérné hodnoté fx (zg).

Proto se ve vérohodnostni funkci nakonec opravdu hustota pouziva, ale za predpokladu, ze je fx je
spojitd bud vsude nebo v oboru hodnot, ktery je otevienou mnozinou (divodem je to, ze limitu déldme z
obou stran). Napf. pro exponencidlni rozdéleni (které modeluje dobu ¢ekani) je obor hodnot (0,400) a tam
uz hustotu spojitou mame (piestoze na celém R spojitd neni).

Piiklad 10.4 Doba do poruchy pristroje ma exponencialni rozdéleni. Bylo zjisténo, Ze se pristroj porouchal
postupné za 4 dny, 7 dni, 12 dni, 2.5 dne a 24.5 dne. Metodou mazimdini vérohodnosti (prip. metodou
momenti) urcete parametr \ tohoto exponencidlniho rozdélent.

Reseni:
Méme tedy veli¢inu
X = “doba do poruchy pristroje” [ve dnech]
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Ae ™™  proz >0
0 pro z < 0.
Pocet méfeni je n = 5 a jejich hodnoty jsou 1 = 4 dny, ..., x5 = 24.5 dne.

s exponencidlnim rozdélenim Exp()) a hustotou fy(z) =

Metoda maximalni vérohodnosti:
Obor hodnot X je (0, +00), coz je otevieny interval a hustota je zde spojitd. (Hodnotu 0 neuvazujeme,
protoze jako ¢ekac{ dobu m4 smysl brét jen kladné hodnoty.)

Hleddme takové A > 0, které maximalizuje vérohodnostni funkci
n n
L(\) = H Ialzi) = H Ae 2 = Ne M Ne AT Ne M2 N A28 L N oA =
i=1 i=1
— AP e~ N(4+T+1242.5424.5) _ \5 —A50
Logaritmicko-vérohodnostni funkce je
L(N) =InL(A) =5In )\ — 50.

7Z jeji derivace

5
7(\) = ~ —50.
=2
ziskdme feSeni
5 ~ 1 _ ~ 1 .
S=50=0 = A=-—[den] = 7 = = =10 [dnu]
A 10 A
(ve kterém skutecné nastdvd maximum, jak je vidét ze znamének derivace.)
Metoda moment:
Chceme, aby platily rovnosti E(X*) = mj, teoretickych a vybérovych momentti pro co nejvice
pocatecnich hodnot £k =1,2,....
Mame
o stiedn{ hodnotu E(X) = ¢
o vybérovy primér T = my = = — = S22 _ 50 _ g
7 pozadované rovnosti % = E(X) = T = 10 dostdvdme opét odhad N = %. Tato shoda je opét
zpusobena tim, Ze parametr 7 = % ma vyznam stfedni hodnoty X a ta se nejlépe odhaduje pomoci

vybérového pruméru .

Poznamka: Pro nasledujici rozdéleni veliciny X dévaji obé vySe probirané metody stejné vysledky pro
dany parametr:

p pro alternativni Alt(p), odhad je p = E(X) =7

e p pro binomické Bi(n,p), odhad jenp = E(X)=7 = p=

3=l

e p pro geometrické Geom(p), odhad je %ﬁ =FEX)=7T = p==

A pro Poissonovo Poiss()), odhad je A = E(X) =T

e 7 pro exponencidln{ Exp(7), odhad je 7 = E(X) =7
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e u pro normalnf N(u,0?), odhad je i = E(X) =7

zde velmi snadnd. V pisemkdch je ovsem smyslem zaddni provérit znalost pouziti zvolené metody (obvykle
pravé metody maximdln{ vérohodnosti), takze znalost vysledku ziskaného jinym zpusobem je pouze kontrola,
ze nam to vyslo spravneé.
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