11. cvicéeni z STP

25. - 29. dubna 2022

Priklad 11.1 Pocet bodu ze zkouskové pisemky je ndhodnd veli¢ina pohybujici se v rozmezi 0 — 100, s
prumérem 53 a rozptylem 839. Celkem 200 studentu psalo zkouskovy test. Urcete pravdépodobnost, Ze
prumérny pocet bodu u téchto studentiu byl mensi nez 50, a wvedte za jakiych predpokladi.

Reseni:
Oznacme si X; pocet bodu i-tého studenta, ¢ = 1,2,...,n, pro n = 200. Ze zaddni je F(X;) = 53

a var(X;) = 839. Velicina X,, = ZZ‘:TJ( (tzv. Vybérovy prumeér) predstavuje prumérny pocet bodu
skupiny n studentu. Zajimé nas tedy pravdépodobnost

P (X, <50).

Predpokldddme, ze veli¢iny X; jsou nezdvislé (tj. napf. Ze studenti opisuji), a odsud dostaneneme

E(X,) =~ ZE(Xi) = %E(Xl) =

— 1 1 < var(X;) 839
var (X,,) = —var() X;)= — Zvar(Xi) = Ez ) = 200

Podle CLV tedy mame

— - E(X 50 — 53 3v200
P (Xn < 50) = ( ) < w0 =P IlOI‘IIl(X) < _ﬁ =
\/ var(X. v/ 500 —_
=—1.46

= ®(—1.46) =1 — ®(1.46) =1 — 0.93 = 0.07.

Priklad 11.2 Ndhodnd veli¢ina X nabyvd hodnot s pravdépodobnostmi dle tabulky, kde c,q jsou redlné
parametry rozdeéleni. Z cetnosti hodnot v ndhodném vybéru, uvedenych v tabulce, odhadnéte parametry c a

q.
hodnota i 1 2 3
pravdépodobnost P (X =14) || c—q | ¢ [ c+q
cetnost n; 8 10 5

Reseni:

Protoze soucet pravdépodobnosti vSech hodnot je 1, musi byt
l=(c—q)+c+(c+q) =3¢

Soucasné musi byt pravdépodobnosti nezaporné, tj. 0<c—qg=z—qa0<c+qg= = + q,
Zbyva tedy odhadnout parametr q.

tedy ¢ =

1
~ § 1
takze [q| < 3.




Metoda maximalni vérohodnosti:

Hleddme hodnotu ¢, kterd maximalizuje funkci vérohodnosti

L(q) = P(%,q)(Xl = Ilv st 7Xn = In) = HP(%7q)(XJ = IJ) =
j=1
Py g (X=25)
1 ni 1\ n2 1 ns 1 8 1 10 1 5
“G-9) G G -G-9) -G G
kde X; jsou jednotlivé nezévislé veli¢iny (v pokusech) a x; naméfené hodnoty. Funkce L je nezdporna

a spojitd na uzaviené mnoziné <—%, %>, takze zde nabyva maxima. To nemuze byt v krajnich bodech
(tam je nulovd) a proto je nabyto uvnitf dané mnoziny. To odpovida hleddani maxima funkce

l(q) =In(L(g)) =8 In (% - q) +5-1In (% + q) + konst.

na intervalu (—%, %) Protoze maximum existuje, musi pro néj platit

-8 5

Odhad parametru q je
1
q=——==-0.077.

13
Odhady pravdépodobnosti hodnot 1,2, 3 jsou tedy
16 1 10
1)=— =041 2)=-=0.333 3)=—=0.256
px (1) 39 px(2) 3 px(3) 39

coz vyhovuje zadéni.
Metoda momentu:

Stredni hodnota je

jejl odhad z realizace je

1 1 43
T=— o =————-(1-842-10+3-5) = — .
o n;zn sTi07s 18t +3:5) =53
Porovnanim dostaneme 43
24+2q=EX)=7T=—
tAq=EX)=7=
coz odpovida hodnoté
3
= —— =-0.065 .
1= 745
Odhady pravdépodobnosti hodnot 1,2, 3 jsou tedy
55 1 37
1)=—=0. 2)===0. =— =0.2
px(1) 133 0.399 px(2) 3 0.333 px(3) 133 0.268

coz opét vyhovuje zadani.

Jak je vidét, metoda max. vérohodnosti by vysla stejné, at by velicina X méla jakékoliv hodnoty
(dokonce i neciselné), zatimco metoda momentu velmi podstatné zavis{ prévé na tom, jaké hodnoty
velicina X ma (napf. kdybychom misto hodnot {1, 2,3} zvolili tieba {—3, 10,4}, byl by vysledek tplné
jiny a dokonce bychom ani zédny pfijatelny odhad nemuseli takto ziskat.)
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Poznamky ke kvantilum:

Pro ndhodnou veli¢inu X a pravdépodobnost « € (0, 1) ¢asto potiebujeme najit t € R, ze P(X <t) = a,
tj. Fx(t) = a. Takové t obecné nemusi existovat (napi. kdy Fx mé skoky) nebo nemusi byt uréeno
jednoznacéné (kdyz Fx je misty konstantn{). Naptiklad si vezméme tuto distribuéni funkci:

Chteéli bychom tedy idealné mit inverzni funkci k Fx, kterd ale obecné neexistuje. Pfresto muzeme néco
podobného, tzv. kvantilovou funkci qx : (0,1) — R, definovat (diky tomu, ze Fx je neklesajici) a to
nésledujicim zpusobem:

e graf Fx doplnime na ”souvislou ¢aru”, tj. pfripadné skoky funkce Fx nahradime spojitou svislou
tseckou,

e tento utvar prevratime podle osy 1. a 3. kvadrantu (tj. podle pfimky "z = y”),

e tam, kde pfevrdaceny utvar neni funkei (tj. obsahuje svislé ¢ary) tyto dseky odstranime a nahradime
jedinou hodnotou, a sice limitou zleva (a piipadné krajni tiseky v bodech 0 a 1 odstranime tplné,
protoZe tam se kvantil gx nedefinuje)

e vyslednym utvarem si pak definujeme graf funkce ¢x.

7777177777 | 71_
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Jak je tedy videt, grafy funke{ Fx a gx (po doplnéni na souvislé ¢dry) si budou navzdjem zrcadlovymi
obrazy (vhledem k ose x = y). Takovato definice kvantilu je sice ndzornd, ale chtélo by to i explicitni popis.
Plati:

e ¢x(a) =min{t € R| Fx(t) > a} pro véechna a € (0,1)

° P(X < qX(a)> = Fy (qX (n)) > « pro vsechna a € (0,1)

. P<X < qX(a)> < a pro vsechna « € (0,1)
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e gx je neklesajici a zleva spojitd funkce

e Jestlize je F'x spojitd a ostie rostouci, pak ¢x je inverzni funkei k Fx.
V tom piipadé pak pro vSechna « € (0,1) plati:
° qx(a) = (Fx) '(a)
o P(X < qX(a)) =a

Poznamky k empirickému rozdéleni:
Necht z; < -+ < x, jsou naméfené hodnoty (veliciny X). Pro né si mizeme piirozené definovat
empirickou ndhodnou velicinu Emp s diskrétnim rozdélenim, oborem hodnot

A={aeR|a=uz; pronéjaké i}

a jejich pravdépodobnostmi

»”

P(Emp = a) = “ pocet vyskyti a mezi hodnotami x1, ..., %,

n

Kdyz si k této veli¢iné zjistime distribuéni funkci, dostaneme znamou empirickou distribucni funkci:

m <t
Femp(t) = P(Emp < t) = M

n

Od ni si pak vytvoiime kvantilovou funkci ¢gmp, kterd ma tvar
gEmp(@) = min{t € R | Femp(t) > a} = min{z; | Femp(z;) > a} .
a nakonec se dé prepsat jako
QEmp(a) — m]’n(ﬂ pro a & (07 1)

kde [u] je hornf celd ¢dst z u € R, tj. zaokrouhleni desetinnych ¢fsel nahoru. Specidlni hodnoty se pak
jmenuji

o 1.kvartil = qup(i) = o

o 2. kvartil = qup(%) =x[n (tzv. medidn)

o 3.kvartil = qup(%) = pan)

Podobnym zptisobem se kvartily definuji pro libovolnou veli¢inu X (jako ¢x (1), gx(3) a gx(2)).
Pro libovolnou veli¢inu X (a specidlné pro X = Emp) plati:

P(X < Z.kvartil) >£

N | =

P( 1. kvartil < X < 8. kvartil) >

P( X > 8 kvartz’l) > i
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Priklad 11.3 Uvazujme ndsledujici data:
(1) pocty vyskyti jistého druhu rostliny na plose 1m?:

0, 2, 1, 4, 4, 5, 2, 3, 7

(2) casy (v sekunddch) mezi impulzy v mozku:

4.25, 0.65, 1.35, 0.20, 0.55, 6.63, 1.38, 0.22, 0.27

(3) venkouvni teploty namérené v ruznych letech pri pravidelné podzimni akci:

8.07, 19.23, 9.27, 5.71, 12.62, 11.24, 11.92, 17.30, 14.87

Nakreslete pro tato data
(a) histogramy
(b) boxploty
(¢) empirickou distribucni funkci

a odhadnéte, z jakého rozdéleni mohou tato data pochdzet.

Reseni:
Histogram (pro ¢etnosti): Naméfend data si rozdélime do disjunktnich intervali I; (stejné délky) pro
i=1,..., k, které na sebe budou navazovat. Nad I; nakreslime sloupec vysky m;, ktera znamena ¢etnost

dat, jez spadnou do I;. Abychom z histogramu néco mohli vyéist a umeéli ho (ruéné) nakreslit, volime
“rozumny” pocet sloupcu (napf. néco mezi 5 a 15).

Boxplot (neboli krabicovy graf): Na rozdil od histogramu je vzdy definovén stejné. Krajni vousy
(“whiskers”) jsou ddny krajnimi naméfenymi hodnotami a krabice (“box”) uprostied je pak uréena
hodnotami jednotlivych kvartilu.

Pocet méteni je zde ve vSech pfipadech stejny: n = 9. Pii uspoifddanych datech x; < --- < xg tak
budou hodnoty kvartila tyto:

e 1.kvartil = Trey =13
e medidn =9 =Ts
o 3.kvartil = Trae| = T7

Medidn je (v rdmci uspoiaddni podle indexu) tedy pfiblizné uprostied naméfenych hodnot a podobné
je to s okolnimi kvartily. Data si tudiz pted vypoctem vzdy usporddame.

(1) Uspotddana data:
0, 1, 2, 2, 3, 4, 4, 5 7
T 1.kvar. med. 3.kvar. Ty

Rozdil mezi nejvétsi a nejmensi hodnotou je z, —x1 = 7— 0 = 7. Tuto délku tedy budeme
potiebovat pokryt nékolika disjunktnimi intervaly a protoze se zde jednd o diskrétn{ veli¢inu (poéty
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vyskytt), bude vhodné si zvolit sifku sloupce rovnou 1. Intervaly pak budou (0, 1), (1,2),...,(7,8).

2,

Pocet vyskytu

0.8

0.6

0.4

0.2

Vzhledem k popisu dat (poéty vyskyti na dané plose) to vypada na Poissonovo rozdéleni. Tomu
také zhruba odpovidaji i grafickd zndzornén{ (histogram, boxplot, emp. distr. funkce).

(2) Uspotddana data:

0.20, 0.22, 0.27, 0.55, 0.65,

T 1.kvar. med.

1.35, 1.38, 4.25, 6.63

3.kvar. T,

Rozdil mezi nejvétsi a nejmensi hodnotou je x, — x1 = 6.63 — 0.2 = 6.42. Tuto délku budeme
zase potiebovat pokryt nékolika disjunktnimi intervaly. Zkusime si opét vzit $itku sloupce rovnou

1. Intervaly si pro zménu zvolime jako (0, 1), (

1,2),..

., (6,7). Vybér toho, do kterého z intervalu

prifadime délici body, neni podstatny. Zde jsme si to takto zvolili ¢isté jen proto, ze hodnoty
¢ekaci doby jsou vzdy nenulové (tj. prvni interval by idedlné nemél zacinat nulou).
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Doba mezi impulsy

0.8} - -

0.6 |- -

Vzhledem k popisu dat (doba ¢ekdni na dalsi udélost) to vypadd na exponencidlni rozdéleni. Tomu
také zhruba odpovidaji i grafickd zndzornéni, kde boxplot je hodné posunuty doleva a empiricka
distribu¢ni funkce pripominé exponencialu.

Uspotradana data:

571, 807, 9.27, 11.24, 11.92, 12.62, 14.87, 17.30, 19.23

T 1.kvar. med. 3.kvar. Ty

Rozdil mezi nejvétsi a nejmensi hodnotou je z, — x1 = 19.23 — 5.71 = 13.52 a tuto délku
potiebujeme pokryt nékolika disjunktnimi intervaly. Tady se nabizi vzit si vétsi (idedlné celoéiselnou
§fiku), takze zkusime §ifku sloupce rovnou 2. Intervaly si zvolime napt. (4,6), (6,8),...,(18,20).
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Teploty
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Vzhledem k popisu dat (hodnota ovlivnénd mnoha malymi vykyvy) to vypadd na normélni rozdéleni.
Tomu také zhruba odpovidajii grafickd zndzornéni (celkem symetricky boxplot i emp. distribuéni

funkee).
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