12. cvicéeni z STP

2. - 6. kvétna 2022

Méjme nahodnou velicinu X se spojitou distribucni funkci Fx, kterd je ostie rostouci na otevieném
intervalu I C R takovém, ze Fx(I) = (0,1) (tj. Fx je bijekci intervalu I a intervalu (0, 1)).

Pro pravdépodobnost a € (0,1) budeme potiebovat najit t € R, ze P(X <t) =, tj. Fx(t) = a.

Kuantilovd funkee veliciny X je v tomto pifpadé inverzni funkce gx := (Fx)~' : (0,1) — I. Pro vSechna
a € (0,1) at € I pak plati:

PX<t)=a & gx(a)=t
Odsud pak ihned plyne, napt. ze

o P(X < qX(a)> =«
. P(qx(a)gX)zl—oz a P(qX(l—oz)gX):oz

° P(qx(%)ngqX(l—%)>=1—a a pritom je P(X<qx(%)):%:P(qx(l—%)<X)
Pokud navic I =R a X ma& hustotu, ktera je jako funkce sudé, pak plati:

*x Fx(t) 4+ Fx(—t) =1 pro kazdé t € R,

* gx(a) = —gx(1 — a) pro kazdé « € (0,1).
Pro hodnotu ¢x («) budeme ve specidlnich piipadech pouzivat toto znacent:

o uq pro X ~ N(0,1),

0 ta;k pro X s t-rozdélenim s k stupni volnosti,

o xi; i pro X s x2-rozdélenim s k stupni volnosti.

Poznamka: Na nésledujicim ptikladu si ukdzeme, v ¢em spociva hledani intervalu spolehlivosti pro
néjaky parametr. Odvodime si oboustranny symetricky interval o spolehlivosti 1 — « pro stiedni hodnotu u
normalntho rozdéleni N (u,o?) pti nezndmém rozptylu o2 (pii znamém rozptylu by vysledek vypadal jinak
a jednoduseji):

Méjme realizaci ndhodného vybéru & = (z1,...,2,) € R™ o rozsahu n (pro nezavislé ndhodné veliciny
X; ~ N(u,0?)). Hleddme ted néjaké funkce hq, hy : R™ — R (nezdvislé na volbé u i o) takové, ze

P(hl(Xl,...,Xn) <pu< hQ(Xl,...,Xn)) —1-a
(to je ta oboustrannost a 1 — « spolehlivost) a soucasné chceme, aby pro zbylé piipady jesté platilo, ze
P(u < hi(X,... ,Xn)) —g= P(hg(Xl, LX) < u)
(to je ta symetri¢nost - tj. symetriénost nikoliv ve “vzddlenosti”, ale v pravdépodobnosti).

Pii dané realizaci @ = (z1,...,z,) pak jako hledany interval spolehlivosti 1 — « pro ;1 chdpeme (&iselny)
interval tvaru:

<h1(.7:17 cesy), ha(xy,. .. 7.7:71)> (CR)

Je jesté dobré poznamenat, ze



e pro parametr pu Zadné rozdélent pravdépodobnosti nemdme!

e dany interval spolehlivosti pro p vznikd ¢isté na zdkladé namérengch hodnot @ = (x1,...,x,) a také se

spolecné s nimi MENI! Jeho smysl je ten, Ze skuteénd hodnota p = E(X) (kterd se NEMENI!) bude
obsaZena v téchto (obecné proménngch intervalech) s pravdépodobnosti 1 — a.

Ovsem problémem zustdvd, Ze pri neznalosti skutecné hodnoty p nejsme schopni zjistit, které konkrétni
namérené intervaly p obsahuji a které naopak ne. Vime jen, Ze téch druhijch je jen 5%. V tom je
rozdil oproti napt. strilend do terce, kdy pred pokusem vime, Ze se trefime s pravdépodobnosti q a po
uskutecnéném pokusu umime zjistit, ktery z vysledku nastal, takze si tuto pravdépodobnost muzeme i
0VETit.

Pro konkrétni pokus se pak na vycisleny interval muzeme divat i takto: Dejme tomu, Ze pro parametr
wal—a=95% ndm vyjde (pri dangch mérenich) interval jako (59.93, 62.07). Pak 95% vyjadiuje
pomér, se kterym se budeme ochotni vsadit, Ze skuteénd hodnota p (kterou mize mit treba nékdo nékde
presné zjisténou), bude obsazena v intervalu (59.93, 62.07).

A ted pro nas konkrétni piipad: Vezmeme si vhodnou veli¢inu, jejiz rozdéleni zndme. V naSem piipadé

veli¢inu .
T=2"E/n
Sx ’
kde
— 1 &
X == X;
a

(5x) = — (zm_f)z) - (Z X?—n«ff)

i=1

Veli¢ina T' m4 tzv. t-rozdéleni, tj. Studentovo rozdéleni, s n — 1 stupni volnosti. Hustota f;(,_1) veliciny

T je:

ft(nfl) (u)
1
T U
t%?'n—l 0 tl—%;n—l
Pak pro kvantily plati, ze
P( t%;n—l <T< tl—%;n—l) =1l-a
~——

—tiogin

P( T < —tl,%;n,l) =2 P(tl,%‘n,l < T) .

X —p
—ti—gin-1 < Sx Vn < tioai
- Sx - Sx
X__'tlfg;nfl < M < X"’_'tlf%;nfl
n n
hl(Xlx 7X7l) hQ(X1;~~~7Xn)
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Po dosazeni konkrétni realizace  vektoru X pak dostaneme vyse uvedeny interval spolehlivosti pro u ve
tvaru

_ Sz _ S
<IU'L7 MU> = w_%tl—%;n—la w+%tl—%;n—l

Pro nazornost uvedme funkce h; a ha vice rozepsané:

e (S (25

wlR

1 n t1,
hi(z1,...,2n) = o <Zzz> —
i=1

B

n

2 n
2
1 1«
SIOEENE W
=1 =1

t1, sm—1

1 n
Moo zn) = (z) et
i=1

wlR

n

B

Piiklad 12.1 (oboustranny intervalovy odhad pro stfedni hodnotu)
Opakovand méreni stejné koncentrace ldtky (tj. ndhodné veli¢iny X ) vedla k ndsledujicim viysledkim:

x = (0.2, 0.23, 0.21, 0.16, 0.18, 0.19, 0.14, 0.18, 0.21) .

Najdéte oboustranny symetricky 90% interval spolehlivosti pro stredni hodnotu .

Reseni:
Pro veli¢inu X budeme piedpokladat normalni rozdéleni N (u, 0?) (to jednak ptiblizné platf a predevsim
pouze za tohoto predpokladu muzeme pouzivat zndmé vzorce). Dédle budeme predpokladat, ze méfeni
byla nezéavisla.

Intervalovy odhad stfedni hodnoty p (pro spolehlivost 0.9 = 1 — «) je:

_ s _ s
(pr, o) =(T— —=ti—an-1, T+ ——ti_2;n-1).
VIO VIO

Pro jeho vyéisleni potiebujeme znét realizaci vybérového priméru Z a vybérového rozptylu s2
z realizace © = (x1,...,%,) rozsahu n = 9:

e realizace vybérového prumeéru:

= — =0.189
9 9

i:

S|=

z":x‘ _02+023+---4021 17
=1

e realizace vybérového rozptylu

=1
n n 2
1 2 1
i=1 =1
.22 2324 ... 212 1.7?
0240280440212 1T o e
8 9-8

=2.9248—0.3681
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e realizace smérodatné odchylky
5p = /52 =2.76-10"2

Intervalovy odhad stfedni hodnoty p (pro spolehlivost 0.9 = 1 — &) nyn{ je:

S Sa

(L, pu) = <5— ﬁtlf%;nfla T+ ﬁtl%;n1> =

2.76 - 1072 2.76 - 102
= <0.189 2T toems, 01894 t0,95.8> =
3 0% 3 ’
1.86

= (0.172, 0.206) .

Piiklad 12.2 (jednostranné intervalové odhady pro stfedni hodnotu)
V terénu jsme naméreli tyto vysky rostlin daného druhu (v centimetrech)

(75, 85, 58, 72, 70, 75) .

Predpoklddejme, Ze vijska rostliny X md normdlniho rozdeéleni N(u, 02). Stanovte horni a dolni 95% interval
spolehlivosti pro stredni hodnotu .

Reseni:
K uréeni intervalového odhadu opét pouzijeme statistiku

— K
T:
Sx vn

kterd mé Studentovo rozdéleni ¢(n — 1), kde n = 6 je rozsah souboru. Poznamenejme, Ze zatimco
centralni limitn{ vétu pouzivame pro velkd n, protoze obvykle pro X mame néjaké “obecné” rozdéleni,
tak v pripadé, kdy X mé prdvé normalni rozdéleni, zname rozdéleni veliciny T' také pfesné a to pro
jakdkoliv n (tj. i mald).

e Horni interval spolehlivosti pro p (tj. p bude omezené seshora) dostaneme ze vztahu

P( ton 1 < T):l—a

)

——

_tlfa: n—1
ktery vyjadiuje dolni 1 — o = 95% intervalovy odhad pro veli¢inu T (viz obrazek):

ft(nfl) (u)

Pripad

|

_tl—oz; n—1 S S_;,u

3
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tedy nastava s pravdépodobnosti 1 — o = 95%. Po tdpravé dostaneme pro horni interval spolehlivosti

parametru p tvar:
— Sx

< X+ —=toos5 .
RS \/50,95.,5

. “ . . - . ’ . LI ’ o o — 1w / 2
Pro jeho vycisleni potfebujeme znat realizaci vybérového pruméru T a vybérového rozptylu s,

6
1 435
T=-Y o= — =725
K 6;$ 6

su 8.781
_ —( _ T4 22 toos. = - 725+ ——-2.02) =
(=00, pm) < 0o, T+ ~ 0.95.,5> ( 00, + NG >

e Podobné dostaneme dolni interval spolehlivosti pro p (tj. © bude omezené zezdola) ze vztahu pro
horni 1 — o = 95% intervalovy odhad veli¢iny T' (viz obrazek)

P(T < tl—a;n—l) =l-a

Jtn—1)(u)

tedy

a po upravée
—  Sx

X — —tpo55 <
NG 0.955 = M

a dosazeni mame
8.781

Sz
L o0) ={F— = tess, oo)=(725-222.202, oo =
o o0) =(® - toms o) = (728 2 )

= (65.26, c0) .

K testovani hypotéz viz “Poznamky”. Pozor, kritéria pro zamitnuti nulové hypotézy a jejich ekvivalentni
tvary pouzivaji casto opakované negace ruznych podminek (coz nékdy ¢ini problémy s tim se v dané situaci
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zorientovat).

Podstatné je také to, ze statistiky (tj. specidlné volené ndhodné veli¢iny), které pouzivame pii testech
daného parametru, jsou sestaveny tak, aby jejich rozdélen{ na tomto (pokud mozno) parametru nezéviselo.
(Je to urcity typ “normovéni”).

Piiklad 12.3 (test stfedni hodnoty normalniho rozdéleni pfi nezndmém rozptylu)
Vijrobee tordi, Ze spotieba jim vyrdbéného automobilu je pg = 8 £/100km. Primérnd spotreba u n = 49
uzivateli ale byla T = 8.4 £/100km. Naméren byl ddle vybérovy rozptyl s2 = 2.56 (£/100 km)?.

(a) Testujte na hladiné 5%, zda mél vjrobce pravdu (tj. zda spotieba je rovna 8 £/100km ).
(b) Testujte na hladiné 5%, zda je spotreba mejvgse rovna 8 £/100 km.

Jak dopadne testovand téchto hypotéz na hladiné 1%7

Reseni:
U veliciny
X = “spotreba automobilu”
budeme piedpoklddat normdlni rozdéleni N(u,0?). Jednotlivd méfeni X;, pro i = 1,...,49, jsou

nezavisla. Oba parametry jsou neznamé a my chceme testovat stiedni hodnotu .

(a) Podle zaddni mame na hladiné a = 5% (piip. 1%) otestovat hypotézu o stfedni hodnoté
Ho : = po(=8)

proti alternativni hypotéze:
Hy:p# po(=38) .

Pomoci testovaci statistiky:
Protoze hodnotu rozptylu nezndme, provedeme t-test s testovaci veli¢inou (tzv. statistikou):

X — 1o

T —
Sx

Jn

kde

-

ees ~ 1 . L. , o
e velicina X = > X; je vgbérovy primeér a

i=1

3

e velicina S% = %1 (X; — X)2 je vgbérovy rozptyl.

n
1

3

Kritérium pro ZAMITNUTI Hy (na hladiné o) je tvaru

zamitdme Hp (na hladiné o) < [t| >t1-a.,1 .

kde ¢ je hodnota T na zakladé naméfenych dat.

Pro¢ ma zamitaci kritérium uvedeny tvar: Za predpokladu platnosti nulové hypotézy, tj. pokud E(X) = po,
bude mit statistika T' tzv. Studentovo t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti a hustotou fi(, 1) (kterd ma podobny, ale ne
stejny, prubéh jako u N(0,1)):
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ft(nfl) (u)

o
2 2

_tl—%;n—l tl—%;n—l

Ocekavané hodnoty takovéto statistiky 7" by se mély pohybovat blizko nuly. Pokud se pfili§ odchyli, bude to

duvod k zamitnuti nulové hypotézy. Nebudeme pfitom preferovat vychyleni na zddnou ze stran - tj. chybu 1. druhu
s pravdépodobnosti « rozdélime na poloviny % na obé strany. Pak mame

P (nastévé chyba 1. druhu) =P

(Hg plati) (Ho plati) (zammame H0> =

a o«
= Py, platl’)( |T| >ti-gim-1 ) Y + 3=

Ted uz tedy dosadime konkrétni naméfené hodnoty (které pro jednotlivé veli¢iny znaéime pro odliseni

malymi pismeny, tj. Z, s2 a t). Realizace testovaci statistiky je

Z — Lo 84-8 0.4
t= = VA9 == .7=175.
Sz v V2.56 1.6

Protoze pro a = 0.05 je
|t| = 1.75 # 2.011 = to.97548 = t1-2n-1 ,

nulovou hypotézu NEZAMITAME na hlading 5%.

Protoze pii snizeni hladiny se zmensuje i kriticky obor W (je to vidét i na obrazku, kde zluté plocha
bude mensi), tak na hladiné 1% hypotézu Hy také NEZAMITAME.

(Pro tplnost si ale stejné jesté vyjddiime piislusnou podminku: |¢| = 1.75 ¥ 2.682 = t(.995.45 )

Obecnéji tedy:

snizujeme hladinu chyby 1. druhu (tj. chceme si byt vice jisti) = musime tolerovat
vice “prohieskdi” =- cCastéji nezamitame

Pomoci intervalu spolehlivosti:

Kritérium pro zamitnuti Hy na hladiné o

[t} > ti—g;n—1

se d& ekvivalentné prepsat (pii vyjadieni ¢t = E;ﬂ““ Vv/n) jako

— Sz _ Sz
1 T—— ti—2p1 , TH+—=-t1_ay_ =:{pL, pU
/0¢< \/ﬁ 1-gm—1 \/ﬁ 12.77,l> </L,/Z>
coz je hledany interval spolehlivosti.

Pri vyéisleni pro a = 5%, tj. l1—g;n—1 = 10.975;48 = 2.011, tedy dostaneme

1.6 1.6
: =( 84— ——.2011 , 84+ —— 2011 )= (7.94, 8.86
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Protoze méme 1o = 8 € (7.94, 8.86) = (ur,, puv), hypotézu Hy NEZAMITAME na hladiné 5%.
(Vysledek musel samoziejmé dopadnout stejné jako pii testovaci statistice, protoze je to ekvivalentni
princip.)

(b) V tomto ptipadé budeme na hladiné o = 5% (piip. 1%) testovat hypotézu o stfedni hodnote
Ho @ 1 < pio(= 8)

proti alternativni hypotéze:

H1,LL>,U0(:8)

Pomoci testovaci statistiky: _
Statistika 7" bude mit stejny tvar jako v piedeslém piipadé (a). Kritérium pro ZAMITNUTI H,
(na hladiné a) bude ale ted jiné, a sice

zamitdme Hy (na hladiné o) < ¢ > t1_qp—1 -

Pro¢ ma zamitaci kritérium uvedeny tvar: Za predpokladu platnosti nulové hypotézy, tj. pokud E(X) < po,
bude mit hustota pro statistiku 7" sviij vrchol v intervalu (—oo,0). Ocekdvané hodnoty takovéto statistiky 7" by se mély
pohybovat spiSe v zdpornych az nulovych hodnotdch. Pokud se pfili§ odchyli do kladnych hodnot, bude to davod k
zamitnuti nulové hypotézy. “Nejhorsi” z tohoto hlediska je krajni pfipad E(X) = po, pro ktery ma T opét Studentovo
t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti (viz obrazek). (V ostatnich pfipadech pu < po uz oviem statistika 7' Studentovo rozdéleni
nemd! Pro zdjemce je vice podrobnost{ na konci tohoto dokumentu.)

Chyba 1. druhu s pravdépodobnosti a zde tedy bude soustfedéna jen na jedné strané:

Fen—1)(w)
1
a
+ u
0 tl—a;n—l
Podobné jako pfedtim méame
_ ) (nastévé chyba 1. druhu) =P _ ) (zamitéme ﬁo) =
(Hg plati) (Hq plati)

= P(I:IO plati) ( T'>t-am—1 ) =@

Hodnota statistiky T zustane stejnd jako ptedtim, tedy t = 1.75 , a protoze pro a = 0.05 méme
splnéno zamitaci kritérium

t=1.75>1.677= t0,95;48 = tlfa; n—1 »

hypotézu Hy ZAMITNEME.
(Pozor, jde o jednostranny test, takze kvantil je jiny! Veskerou chybu jsme spotfebovali jen na kladné
hodnoty. A toto malé zvétseni, oproti oboustrannému testu, uz stacilo na zamitnuti.)

Pro a = 1% pak mame
t = 1.75 # 2.407 = t9.99, 3 ,
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takze pfi této hladiné hypotézu ﬁo naopak NEZAMITNEME.

Pomoci intervalového odhadu:
Kritérium pro zamitnuti Hy na hladiné «

t> tl—oz; n—1

se d4 ekvivalentné prepsat (opét pii vyjadieni t = Z=£0. /n) jako

Sa

Ho ¢ T— —" tlfu;nfl , +00 = <llD7 +90)
NG

coz je hledany dolni interval spolehlivosti.
Pii vyéisleni pro oo = 5%, tj. t1—a;n—1 = t0.95;48 = 1.677, tedy dostaneme

1.6
V49

Protoze mame 1o = 8 ¢ (8.017, +00) = (up, +00), hypotézu Hy ZAMITAME na hladiné 5%.
(Vysledek opét dopadne stejné jako pii testovaci statistice, protoze je to ekvivalentni princip.)

(up, +00) = ( 8.4 — 1677, +o0) = (8.017, +00)

Tvar intervalu spolehlivosti si muzeme intuitivné zapamatovat takto:

Pii pravdivosti Hy je 4 < po. Protoze (up, o0) predstavuje dolni interval spolehlivosti 95% pro
u, musi byt s touto pravdépodobnosti v tomto intervalu i pg. Pokud neni (coz nastane jen s 5%
pravdépodobnosti), je to duvod k zamitnuti.

Dilezita poznamka: Vsimnéme si, ze jsme dosli k témto (zddnlivé protichudnym vysledkum):
na hladiné o = 5% jsme

e hypotézu pu = po nezamitli
e hypotézu pu < po zamitli

prestoze nezamitnuty ptipad je podpiipadem zamitnutého! To vypada sice jako rozpor, ale ve skute¢nosti
v kazdém z piipadu testujeme hypotézy jinym zpusobem. Jak uz bylo napsdno vyse, chyba se v piipadé
oboustranného testu rozlozi symetricky na obé strany, zatimco u jednostranného testu je nahromadéna jen
na jednom konci.

Piiklad 12.4 (asymptoticky test stfedni hodnoty)
U 64 pobocek firmy byl naméren vybérovy prumér poctu zdkazniki za den 23, vybérovy rozptyl pak byl
roven 36. Rozdéleni poctu zdkazniki neni zndmé.

(a) Sestrojte (asymptoticky) oboustranny interval pro stiedni hodnotu poctu zdkazniki o spolehlivosti 95%.

(b) Otestujte na hladiné 5%, zda skuteénd stredni hodnota poctu zdkazniki za den miZe byt povaZovdna za
rovnu 25.

Reseni:
Mame veli¢iny
X; = “pocet pacientu u i-tého lékare za den”
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prot=1,...,n, kde n = 64, které budeme pokladat za nezavislé. Jejich rozdéleni neni znamé.

(a) Asymptoticky oboustranny interval pro stfedni hodnotu o spolehlivosti 1 — « se bude podobat
tomu, ktery se odvozuje, pokud X; maji normdlni rozdéleni. Rozdil bude jen v tom, ze kvantil t1_g; ,—1
pro Studentovo rozdélen{ s n — 1 stupni volnosti (ktery pouzivdme, kdyz X; maji normaln{ rozdélenf)
se nahrad{ asymptotickou hodnotou kdyz n — oo, kterd odpovidd kvantilu u;_g = o1 (1 — %) pro
rozdéleni N(0,1).

2 =

Prislusny asymptoticky interval o spolehlivosti 1 — a = 95% tedy je:
kde T = 23 je vybérovy prumér a s; = 36 je vybérovy rozptyl. Pro o = 5% médme hodnotu kvantilu
ui— s = ug.975 = ®71(0.975) = 1.96. Po dosazeni mame tedy

V36 36
(ur, po) ::< 23— =196 23—1—%-1.96 >i (22.28, 23.72)

Sz

(b, MU>?=<5—%'U1—% , T+ SUp—

vl

S

Tento interval se pochopitelné MENT s kazdym méFenim (protoze je zavisly na naméfenych vstupech),
a jeho smysl je ten, ze skuteéna hodnota p = E(X) (kterd se NEMENI!) bude obsazena v tomto (obecné
proménném intervalu) s pravdépodobnosti 95%.

(b) Podle zaddni mdme na hladiné oo = 5% otestovat hypotézu o stfedni hodnoté p = E(X) tvaru
Ho: p=po
proti alternativni hypotéze:

Hy:p#po -
kde po = 25.

Pomoci intervalového odhadu:

Vyuzijeme uz spocitaného asymptotického oboustranného intervalu (ur,, py) pro stiedni hodnotu o
spolehlivosti 95%. Podle toho, co jsme uvedli vyse v ¢asti (a), je pravdépodobnost, Ze stfedni hodnota
= E(X) bude obsazena v (proménném) intervalu (ur, py), rovna 95%. Tedy mimo tento interval se
ocitne jen v 5% pripadu.

Jestlize predpokldddme, ze p = po (tj. hypotézu Hy), bude kritérium pro jeji zamitnuti na hladiné
« prirozené tvaru:

zamitdme Hy (na hladiné o) < po € (ur, pu) -

A protoze skute¢né nakonec mdme, ze pg = 25 ¢ ( 22.28, 23.72) = (ur, pu), tak hypotézu Ho
ZAMITAME na hladiné 5%.

Pomoci testovaci statistiky:
Podminka pro zamitnuti Hy na hladiné « se da z formy pro interval spolehlivosti

)

T

w2

3

w2

— Sx S
T— — U + = up
o ¢ < N N
ekvivalentné prepsat jako
[t] > Ui—g
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kde t = @ n, coz je (podobné jako v Prikladu 11.4) hodnota testovaci veli¢iny (tzv. statistiky):
X - Ho

T —
Sx

Vn

Protoze vsak nezname rozdéleni veli¢in X;, nezname ani presné rozdéleni této statistiky 7. To ale
na druhou stranu nevadi, protoze pro dost velkd n nakonec bude mit veli¢ina T pfiblizné rozdéleni
N(0,1) (bez ohledu na pocdtecni rozdéleni rozdéleni velicin X;). To je tedy duvod, pro¢ se pak v
zamitacim kritériu objevuji kvantily pro norm. rozdéleni. Co pfesné znamend “dost velkd n”, zavisi
pochopitelné na tom, jak “divoké” je rozdéleni velicin X;. Kdyz si ted pFipustime, ze X; by mohly mit
Poissonovo rozdélent, tak i relativné malé hodnoty n (my mdme n = 64) mohou byt dostatetné pro
pouziti asymptotiky.

Shriime si to tedy tak, ze kritérium pro zamitnuti Hy (na hladiné «) je tvaru

zamitdme Hy (na hladiné o) < [t| >ui_o .

Pri konkrétnim dosazeni mame

T — o 23 — 25 16 .
t = n = ——+VvV64 = —— = —-5.33
Sg v V36 3

a tudiz
[t] = [5.33] > 1.96 = ug.975

co7 znamens, ze hypotézu Hy (opét) ZAMITAME na hladiné 5%.
(Vysledek musel samoziejmé dopadnout stejné jako pomoci intervalu spolehlivosti, protoze je to
ekvivalentn{ princip.)

Podrobnéjsi zdavodnéni tvaru zamitaciho kritéria pro test nulové hypotézy u < 1o s neznamym
rozptylem:

Nejdiive si pro zjednoduseni uvédomme nasledujici véc:
Jestlize mdme dvé veliciny X,Y takové, ze X <Y (tj. X(w) <Y (w) pro vsechna w € ), pak plati, ze

e E(X) < E(Y) pokud stfedni hodnoty existuji,
e P(c<X)<P(c<Y) pro véechna c € R.

A nyni to zdiivodnéni: Abychom vice zdtiraznili zavislost veliciny X ~ N (u,0?) na parametru p, budeme

ji vyznacovat jako X,, a podobné to budeme psat u statistiky 7, = %\/ﬁ Je nutné zduraznit, ze za
n

predpokladu nulové hypotézy (tj. ze pr < o) statistika T}, obecné NEMA Studentovo t-rozdélen (¢-rozdéleni
se objevi prave jen pokud p = pg).
Nyni predpokladejme platnost nulové hypotézy Hg : p < po. Pak méme:

Xy — o X, —p 1t = pio X, —p
p<p = Ti= —¢——Vn = H—Vnt——Vn < —H—Vn =T,
X, X, X, X,
~—_——— N—_——— N— ——
slozitéjsi rozdéleni <0 t(n—1)—rozdéleni

Tedy dostali jsme, ze T), < U, a U, m4 t(,_q)-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti. Z toho mame, Ze:

E(T,) < E(U,) =0
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Mizeme tak ocekdvat, ze hodnoty statistiky 7, budou piedevsim v intervalu (—oo, 0). Jako obor 1% CR
takovych hodnot veli¢iny T', kdy uz budeme zamitat, si proto zvolime

W : (ulv OO) )
kde pozadujeme, aby u; € R bylo nejmensi takové, aby chyba 1. druhu byla nejvyse «, tj.

(Hg plati) (Hgp plati)

(Vp < pg) a>P (nastzivzi chyba 1. druhu) =P (zamitéme H0> =

=P (Tew)=rp (w<m)

(Hg plati) T 7 (Hq plati)
A ted si jen uréime, kolik musi byt u1 a sou¢asné ukdzeme, ze nejvétsi mozna chyba nastdva pro pripad
W= Ho:
Z toho, ze T), < U, a veliciny U,, a T},, maji obé ¢(,,_1)-rozdéleni s n —1 stupni volnosti ihned dostaneme,

ze

P(HO plati) (ul < TM) < P(HO plati) (ul < UH) =1- Ft(n—l) (ul) = P(I—IO plati) (ul < Tuo)

Vidime tedy, ze P (ul < Tu) <P (ul < TM[)) < « a hledané nejmensi u; tak musi spliovat,

(Hq plati) (Hq plati)

P(HO plati) (ul < THo) =

a protoze 1, méa Studentovo rozdéleni, je tudiz
Uy = tl—oz; n—1
a kritérium pro ZAMITNUTI je tak skutecné tvaru

zamitdme Hy (na dané hladiné o) < ¢ > t1_a;n-1 -
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