13. cviéeni z PST

9. - 13. kvétna 2022

Piiklad 13.1 (test stfedni hodnoty normdlniho rozdéleni pfi zndmém rozptylu)

Teplomérem, o jehoZ chybé predpokldddme, Ze md normdlni rozdéleni s nulovou stredni hodnotou a
smérodatnou odchylkou o = 3°, jsme provedli 30 méreni teploty roztoku. Prumérny vysledek byl 61°.
Otestujte na hladiné vyznamnosti 5 %, zda teplota roztoku je 60°.

Reseni:
Predpokladejme, ze teplota roztoku je konstantni (ale nezndmd) hodnota u. Chyba méfeni teploty je
velicina Y ~ N(0,0?%), kde o = 3°. Nage veli¢ina

X = “namérend teplota”

(v jednotkdch °©) je tedy tvaru X = p+ Y a mé tudiz rozdéleni N (u,o?).
Podle zadani mame otestovat hypotézu o stfedni hodnoté
HQ LU= o (Z 600)
proti alternativni hypotéze:

Hy @ p# po (=60°) .
Hodnotu rozptylu o2 zname. TakZe pouzijeme test stiedni hodnoty se znamym rozptylem (protoze

tim se dozvime vic nez kdybychom uvazovali neznamy rozptyl a navic ani nezndme hodnotu vybérové
smeérodatné odchylky).

Pomoci testovaci statistiky:

Realizace testovaci statistiky T = @ vn pron = 30 je

T — 61 — 60
p=2H0 = /30 = 1.83
g

Zamitaci kritérium zde mame tvaru

zamitdime Hy (na hladiné o) < [t|> u; «a
2

———"

o1 (-9)

Pro¢ ma zamitaci kritérium uvedeny tvar: Za predpokladu platnosti nulové hypotézy, tj. pokud E(X) = po,
bude mit statistika 7" norméaln{ rozdélen{ N(0,1). Ocekdvané hodnoty takovéto statistiky 7' by se mély pohybovat kolem
nuly. Pokud se ptilis odchyli, bude to duvod k zamitnuti nulové hypotézy. Nebudeme pfitom preferovat vychyleni na
zadnou ze stran - tj. chybu 1. druhu s pravdépodobnosti « rozdélime na poloviny % na obé strany.
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Pak mame

nastava chyba 1. druhu) = P(Ho plat) (

[ o
= Plag placi)< |7 >u_g ) = 5-{-5 =

P(HO plati) ( zamitame HO) =

Hodnotu kvantilu pro a = 0.05 (tj. pro 1 — § = 0.975) urcime z tabulek jako
ug.975 = ®71(0.975) = 1.96 .
Protoze zamitaci kritérium NENI splnéno, tj. mame:
1.96 = ug 975 £ |t| = 1.83

tak nulovou hypotézu Hy NEzamitame.

Pomoci intervalu spolehlivosti:
Kritérium pro zamitnuti Hy na hladiné «

u17%<|t| (:M\/ﬁ)

g

se da ekvivalentné piepsat jako

o
T — o) > —=-
| /L0| \/ﬁ ul_%
neboli
_ g _ g )
Lo ¢ T — ﬁ .’1117% , T+ ﬁ . 11,17% =: (ur, pu)

coz je tvar zamitaciho kritéria s pouzitim intervalu spolehlivosti.

Pii vycislen{ pro a = 5% tedy dostaneme

3 3
, =( 6l——-196 , 614+ —-1.96 )= (59.93, 62.07
—_———
=1.07

Protoze mame

1o = 60 € (59.93, 62.07) = (ur, pv)

(tj. kritérium pro zamitnut{ neni splnéno) hypotézu Hy NEZAMITAME na hlading 5%.
(Vysledek musel samoziejmé dopadnout stejné jako pii testovaci statistice, protoze je to ekvivalentni

princip.)

Intuitivné to muzeme chépat takto:
(1) u se mé nachazet s 95% pravdépodobnosti v intervalu spolehlivosti;
(2) my predpokladdme, ze p = po;
(3) zjistili jsme, Ze po v intervalu je.

Tedy p se skuteéné nachdzi v intervalu spolehlivosti a my tak nemame zadny divod k tomu hypotézu
zamitnout.

(A kdybychom to naopak nezjistili, pak bychom hypotézu zamitli, ale spletli bychom se pfitom jen
s 5% pravdépodobnosti.)
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Poznamky k testu dobré shody: Chceme otestovat (na hladiné «), jestli dand velicina X s konecné
mnoha (navzdjem ruznymi!) hodnotami aq,...,a; (ne nutné ¢iselnymi) méd piedepsané pravdépodobnosti
(p1,---,pr), tedy nulovou hypotézu

Hy : P(X = a;) = p; pro véechna i € {1,...,k}
proti alternativni hypotéze:
Hy : P(X = a4,) # piy, pro alespon jedno ig € {1,...,k}

Pti n pokusech s veli¢inou X si pro i =1,...,k ozna¢me veli¢iny

N; = “pocet vyskytu pripadu X = a; pri n pokusech” .

Mame tedy nahodny vektor
N = (Ny,...,Ng)

a vztah N7 4 --- 4+ N = n. Uz z toho vidime, ze veli¢iny N; nejsou nezavislé, ale zase k té nezavislosti tak
daleko nemaji. Nahodny vektor IN mé tzv. multinomické rozdéleni a jednotliva marginalni rozdéleni veli¢in
jsou binomickd, konkrétné N; ~ Bi(n,p;). Specidlné tedy E(N;) =n - p; .

Jako testovaci veli¢inu zde pouzivame:

T =

(2

k .
(Ni —n-p;)?
— n-Pi

1

kterd ma asymptoticky (tj. pro n — o0) tzv. x?-rozdéleni s k — 1 stupni volnosti. Pro praktické pouziti této
asymptotiky se obvykle pozaduje, aby platilo, ze

n-p; > 5 pro viechna i€ {1,...,k}.

Hodnoty n - p; se oznacuji jako tzv. teoretické cetnosti.
Pokud tedy plati nulova hypotéza Hy, mély by byt hodnoty veliciny 7" malé. Jestlize hodnoty 7" budou
prilis velké, bude to duvod k zamitnuti nulové hypotézy.
Jak ur¢it hranici, kde uz nastane zamitnut{: veli¢ina 7' m4 (piiblizné) x2(k — 1) rozdéleni, tedy plati
P(H(, plati) (T > qX2(7€—1)(1 - a)) =a
kde ¢,2(x—1)(1 — a) je hodnota kvantilu pro x2(k — 1) rozdéleni (viz obrazek, kde « je velikost zluté plochy
pod hustotou fy2(,_1y(z) pro x*(k — 1) rozdélen).

fx2(k71)(x)

X k-1
Kritérium pro ZAMITNUTI H, (na hladiné a) proto volime jako
Hy zamitdme (na hladiné a) < > gep-1)(1 — ) .
7 definice chyby 1. druhu, tj.

nastavd chyba 1. druhu < (hypotéza Hy plati & my ji zamitdme)
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pak totiz mame, ze

P

(Hq plati) (Hq plati)

(nastévé chyba 1. druhu) =P (zamitéme Hj (na hladiné a)) =

= P(HO plati) (T > qX2(k*1)(1 - a)) =«
neboli pravdépodobnost chyby 1. druhu (ov8em za piedpokladu platnosti Hg!) je pak omezena hodnotou a.

Piiklad 13.2 (test dobré shody)

Firma ma 3 pobocky. Dwva roky bylo sledovdno, kterd z nich zaznamenala nejuyssi meésicni viynos. Bylo
zjisténo, Ze nejvynosné)si byla prunt pobocka 10X, druhd 6x o treti 8.
Je mozné rict, Ze pruni pobocka je nejuynosnéjsi 2x castéji nez kazdad ze zbyljch dvou? Testujte na hladiné

5%.

Reseni:
Méme tedy veli¢inu

X = “@islo pobocky, kterd je zrovna (tj. v daném mésici) nejvynosnéjsi”

s k = 3 hodnotami {pruné, druhd, treti}.
Nejdiive si potifebujeme zjistit, jaké rozdéleni

P(X = proni) = p1, P(X = druhd) = p2, P(X = treti) = p3
vlastné predpokldadame. Z pozadavku mame
pL=2-p2, p1=2-p3, pr+p2tpz=1
z ¢ehoz dostavame
( )= 111
b1,p2,pP3) = 27454
Nase hypotéza tedy je
Hj : velicina X m4 rozdéleni s pravdépodobnostmi (p1, p2, p3) = (%, %, i),
a alternativni hypotéza bude:
H 4 : velicina X ma rozdéleni jiné nez (%, %, %)
Vyuzijeme test dobré shody. Celkovy pocet méfeni (tj. pocet mésicu) je n = 10+ 6 4+ 8 = 24. Pro
prehlednost si vypiseme tabulku s jednotlivymi Cetnostmi (pozorovanymi i teoretickymi):

i (pobocky) prvni druh4 treti
n; (pozorované cetnosti) 10 8 6

p; (teoretické pravdépodobnosti) % % %

n - p; (teoretické Cetnosti) 24-4=12]24-1=6|24-71=6

Vidime, ze vSechny teoretické Getnosti jsou > 5, takze skute¢né muzeme pouzit asymptotické ptriblizeni
pro testovaci statistiku T (ta tedy bude mit y%-rozdéleni). Ted uz si jen spoéitame hodnotu této statistiky
L 23: (ni—np)?  (10-12)2  (8-6)2 (6-6)> 1
npi

2
12 * 6 * 6 3+3+

i=1
a porovname s kvantilem y2-rozdélenis k — 1 = 3 — 1 = 2 stupni volnosti:
t=1%#599=x3052=Xi k1
Protoze zamitaci kritérium NENI splnéno, tak Hg NEZAMITAME (na hladiné o).
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Poznamky k testu nezavislosti: Mame veli¢iny
e X s (ruznymi) hodnotami {ay,...,ar} a
e Y s (ruznymi) hodnotami {bq,..., b}
a chceme otestovat (na hladiné a), hypotézu
Hy: rozdéleni velicin X a Y jsou nezdvisla
proti alternativni hypotéze:
H 4: rozdéleni velicin X a Y jsou zdvisld

Pii n pokusech s ndhodnym vektorem (X,Y) si pro i = 1,...,k oznac¢me veli¢iny

N, ; = “pocet vyskytu pripadu (X,Y) = (a;,b;) pri n pokusech” .
a opét mame nahodny vektor
N =(Ny1,...,Nke)

s multinomickym rozdélenim. Margindlni rozdéleni jednotlivych veli¢in N;; jsou opét binomickd a za
predpokladu nezdvislosti X a 'Y maji stfedni hodnotu

E(N,))=n-P(X =a,Y =b;) "2V 0. P(X = a;)- P(Y = b;) .
Podobné jako v testu dobré shody by tyto stfedni hodnoty pfedstavovaly teoretické cetnosti az na to, ze
pravdépodobnosti P(X = a;) a P(Y = b;) nemame v hypotéze uvedeny. Proto je odhadneme jako

P(X=a)="2 a PY =b)="2d
n n

kde n; e a ne ; jsou naméfené hodnoty velic¢in

_ o«

‘
Nie= Z N, ; = “pocet vyskyti pripadu X = a; pri n pokusech”
j=1

k
N, j = Z N; ; = “pocet vyskyti pripadu Y = b; pri n pokusech”
i=1

coz jsou tzv. margindlni éetnosti.
Z tohoto duvodu jako testovaci veli¢inu volime:

L (N — R
T =

i

? n
Z Nz.o‘No._]

1j5=1 n

kterd ma asymptoticky (tj. pro n — 00) opét y?-rozdéleni, tentokrat ale s (k — 1) - (¢ — 1) stupni volnosti.
Pro praktické pouziti této asymptotiky se obvykle opét pozaduje, aby platilo, ze

—* " >5 proviechna i=1,....,kaj=1,... 0
n

Kritérium pro ZAMITNUTI H, (na hladiné a) volime podobné jako u testu dobré shody a sice

Hj zamitame (na hladiné o) < ¢ > Dy (1-a).

Piiklad 13.3 (test nezdvislosti veli¢in)
V primorském stredisku probihd kurz surfovdni a wvodnich lyzi pro déti. Vybirdme 100 ucastniki a
sledujeme ndsledugici rozdéleni sporti mezi chlapce a divky:
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| || surf| vodni lyze |
chlapci 40 20
divky 20 20

(a) Testujte na hladiné o = 1%, zda je druh sportu nezdvisly na tom, zda je zvolen chlapcem nebo divkou.

(b) Testujte na hladiné o = 5%, zda jsou pocty chlapci a divek dcastnicich se kurzu priblizné stejné.

eSeni:
" Necht veli¢ina X oznacuje pohlavi daného ditéte a Y druh sportu, ktery si vybralo.
(a) Budeme testovat hypotézu:
Hj : rozdéleni velicin X a Y jsou nezdvisld
proti alternativni hypotéze:
H; : rozdéleni velicin X a Y jsou zdwisld.

na hladiné vyznamnosti o = 5%.
Naméfené cetnosti n; ; a margindlni cetnosti n; 4 a ne,; pak budou:

niyj
Y =)j surf | vodni lyze || n;
(X =)i
chlapci 40 20 60
divky 20 20 40
| e, [ 60 ] 40 [ |

Celkovy pocet déti je n = Z” ni; = 40420+20+20 = 100. Za piedpokladu Hy pak teoretické cetnosti
TieBed v této tabulce budou:

NieNe,j
" (Y =)j surf vodni lyze || ni.e
(X =)
chlapci 80 =36 | 20 =24 | 60
: 60-40 _ 40-40 _
| Ne.; [ 60 [ 40 [ ]

Podminka na tyto teoretické (tj. ocekdvané) cetnosti > 5 je splnéna, takze test nezdvislosti muzeme
pouzit. Pro hodnotu testovaci statistiky dostaneme

(40— 36)2 (20 —24)2 (20 —24)2 (20 — 16)?
36 + 24 + 24 + 16
Tuto hodnotu déle porovname s hodnotou kvantilu y? pro (k — 1)(¢ — 1) = 1 stupiiii volnosti, kde

k = 2 je pocet polozek veliciny X a £ = 2 je pocet polozek veli¢iny Y.

Kritérium pro ZAMITNUTI H, (na hlading «) bude tedy tvaru

=2.78.
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t>q21-q) < zamitdme Hy (na hladiné o) .

Hledany kvantil je
02 (1 —a) = q,2(0.99) = 6.63 .

Protoze
t =278 #6.63= 2 (0.99) ,

hypotézu o nezévislosti NEZAMITAME.

(b) V tomto ptipadé budeme uvazovat pouze velicinu X a testovat (na hladiné o = 5%) hypotézu
ﬁo : veli¢ina X m4 rozdéleni s pravdépodobnostmi (p1,p2) = (%, %),
proti alternativni hypotéze
ﬁA : velicina X m4é rozdéleni jiné nez (%, %)

Vyuzijeme ted opét test dobré shody. Celkovy poéet méfeni je zase n = 100. NaméFené ¢etnosti
odpovidaji uz spoc¢itanym margindlnim ¢etnostem pro hodnoty veli¢iny X, tedy n; = n;,.. Pro piehlednost
si zase vypiSeme tabulku s jednotlivymi ¢etnostmi (pozorovanymi i teoretickymi):

i chlapci divky

n; (pozorované Cetnosti) 60 40

p; (teoretické pravdépodobnosti) % %

n - p; (teoretické Getnosti) 1004 =50 | 100- 3 =50

Vidime, Ze v8echny teoretické Getnosti jsou > 5, takze muzeme pouzit asymptotické piiblizeni pro
testovaci statistiku 7'. Ted uz si jen spocitame hodnotu této statistiky

=242=4

(n; —np:)? (60 —50)2 (40 — 50)2
t = = =
Z np; 50 + 50

i
a porovname s kvantilem y2-rozdéleni s k — 1 =2 — 1 = 1 stupném volnosti:

t=4>384=¢q:2(0.95) =q2(1 — )

Protoze zamitaci kritérium JE splnéno, tak H, ZAMITAME (na hladiné «).
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