2. cviceni z STP

24. - 28. tinora 2020

Pripomenuti: Geometricky pravdépodobnostni prostor je zobecnénim klasického pravdépodobnostniho
prostoru. Mnozinou v8ech moznych vysledku zde bude néjakd podmnozina Q C R™, které jsme schopni
prifadit jeji n-rozmérny konec¢ny objem a jevy budou jeji podmnoziny, kterym také umime pfifadit néjaky
objem. Protoze vlastnost pfifazeni objemu (tzv. méfitelnost) neni viibec samoziejmosti, je nutné zacit
uvazovat jen urcité podmnoziny mnoziny  (tj. jevy) a tedy i pojem o-algebry, ktery takovéto mnoziny
vymezi. Podrobnéjsi specifikaci jevii se nebudeme zabyvat. Opieme se jen o skute¢nost, ze to celé funguje,
pokud pracujeme s otevienymi mnozinami (a jejich spocetnymi pruniky, sjednocenimi a dopliky.) Objem
mnoziny (jevu) A budeme znacit vol(A).

Opét (jako u klasické pravdépodobnosti) budeme povazovat viechny vysledky za rovnocenné, takze
pravdépodobnost jevu A nebude zaviset na tvaru ani umisténi mnoziny A uvnitf mnoziny €2, ale pouze

na jeji velikosti, takze pak je P(A) = %.

Priklad 2.1 Méjme dvé ndhodnd éisla x ay mezi 0 a 1. Jakd je pravdépodobnost, Ze jsou obé vétsi nez 0.3
a zdroven jejich soucet je mensi nez 17

Reseni:
Mnozina v8ech moznych vysledkt €2 jsou tedy dvojice ¢isel (z,y) z (0,1), tj. Q =(0,1) x (0,1). Hleddme
tedy pravdépodobnost jevu

A={(z,y) €Q]xz>03 AN y>03 N z+y<l1}.

Ta je ddna pomérem plochy vol(A) mnoziny A a plochy vol(2) mnoziny €.

Y
1
A
0.3
x
0 0.3 1
Takze
vol(A) = %(0.7 —0.3)-(0.7—0.3) =0.08
a proto je
_wol(A) 0.08
P(A) = ol @) - 1 0.08.

Priklad 2.2 Na rovnomérnou nekonecénou ¢tvercovou miizku, kde vzddlenost pruseciki je a, hodime minci
o prumeéru b, kde b < a. Jakd je pravdépodobnost, Ze mince protne néjakou z linek této miizky?



Reseni:
Vsechny mozné vysledky budou soutadnice (z, y) stifedu mince na ploge. Plocha, kterou mame k dispozici
je nekonecnd. Protoze ale ¢tverce, na které je rozdélena, povazujeme za rovnocenné, zvolime si jeden z
nich napf.

Q= (0,a) x (0,a)

jako referenc¢ni, a vSechny ptipady, kdy stfed mince dopadne mimo tento ¢tverec, se ztotozni pomoci
posunuti s piipadem, kdy stfed mince je ve ¢tverci 2. Zajima nés tedy pravdépodobnost jevu

A = “mince protne hranu referenéniho ¢tverce Q7 .

Jednodussi je popsat doplnék (viz obrazek)

A° = “mince NEprotne hranu referencniho ctverce 7 = (%, a— %) X (%, a— %)
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Takze

Pf{klad 2.3 Lodé¢ A a B pripluji do pristavu ndhodné a nezdvisle na sobé v ndsledujicich 24 hodindch.
Lod A pockd 2 hodiny a pak odplouvd, B pockd 1 hodinu a pak odplouvd. Jakd je pravdépodobnost, Ze se v
pristavu potkaji?

Reseni:
Oznacme S jev, ze se dané lodé v pristavu potkaji. Mozné vysledky jsou ¢asy (z,y), kdy jednotlivé lodé
pripluji. Takze

Q =(0,24) x (0,24)
Lod A mé dobu pobytu v pfistavu v intervalu (x,z 4+ 2) a podobné lod B mé dobu pobytu v piistavu v
intervalu (y,y + 1).
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Odpovidajici jev setkani je
S = “odé se setkaji v pristavu” = {(x,y) € Q | intervaly (r, z+2) a (y, y+1) maji neprdzdny prunik} =
={@y)eQe<y+1, y<z+2}
Take se to da odvodit tak, ze
e pokud je x <y, pak musi byt y < x + 2,
e a pokud je y < x, pak musi byt x <y + 1.
Y 22
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Jednodussi je zase spocitat pravdépodobnost doplnku S¢
222 4 232)/2
P(S)=1-P(5%) =1— % = 0.12.

Jak prirozené definovat nezavislost jeviu: Nejdiive si zavedeme podminénou pravdépodobnost
P(A|B), tj. pravdépodobnost, Ze nastane jev A za predpokladu, ze vysledky se budou omezovat jen na
jev B (také to muzeme chipat tak, Ze nastal jev B a my se zpétné ptame, jakd byla za tohoto predpokladu

pravdépodobnost jevu A). Pfirozené to bude P(A|B) = P;‘?g?), pokud P(B) # 0.

To, Ze jev A nebude zdviset na jevu B, si pak pfirozené uréime podminkou P(A|B) = P(A) a podobné
B nebude zaviset na jevu A pokud P(B) = P(BJA). Takze jevy A a B budou nezévislé, pokud plati
podminky P(A|B) = P(A) a P(B) = P(B|A) (a také bychom jesté mohli uvazovat i nezavislost na doplicich
P(A) = P(A|B°) atd.).

Jak je ale vidét, vSechny tyto podminky odpovidaji jediné rovnici P(AN B) = P(A) - P(B), samoziejmé
za predpokladu, ze P(A) # 0 a P(B) # 0.

Proto se nezavislost jevii A a B definuje jako P(A N B) = P(A) - P(B) (at uz jsou P(A) nebo P(B)
nulové nebo ne).

Podobnym zptsobem dojdeme k definici pro vice jeva jako:
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jevy A1, ..., Ay jsou nezdvislé pravé kdyz pro kazdou indexovou podmnozinu ) # K C {1,...,n} plati
P (ﬂ Al-) =] P4 .
ieK ieK
Tj. pravdépodobnost libovolnych pruniki je souéin pravdépodobnosti pfislusnych jevi.
Poznamka: Méjme n nezavislych opakovani daného pokusu, jehoz uspésnost je 0 < p < 1. Jev
By, = “nastane prdvé k ispéchi v n pokusech”

pro k=0,1,...,n ma pravdépodobnost

P(By) = (Z)pk -t

Duvod, pro¢ tu mame kombinaé¢ni ¢islo, je v tom, ze danych k tispéchu je rozmisténo mezi n pokusu prave
(2) zpusoby.

Odvozeni: Vezmeme si jevy
A; = “uspéch v i-tém pokusu”

Ty jsou nezavislé a maji pravdépodobnost P(A;) = p. Pak jev By vyjadiime jako sjednoceni disjunktnich jevu (ty v hranaté

zdvorce)
By = U 4] n ( N A;)
KC{1,..n} | \ieK je{l,...n\K
K|=k

P(Bp)= > KHP(A»)-( 11 P(A§)>
KC{1,...,n} €K je{1,....,n}\ K
|K|=k

odkud méme ihned

k

P (1-p)n—Fk

= > pra-prt= (:)pk S(1=p)nk.

KC{1,...,n}
|K|=k

Priklad: Pravdépodobnost vyhry 1.hrdce nad 2.hrdcem je 0.7. Jakd je pravdépodobnost, Ze béhem deseti
po sobé jdoucich zdpasu

(1) alespori jednou vyhrdl 2.hrdé (jev H),

(2) mazimdlné dvakrdt vyhrdl 1.hrdc (jev 1)?

Reseni:
Jevy
By, = “1.hrdc¢ vyhrdl prdvé k z 10 zdpasu”
pro k = 0,1,...,10 jsou evidentné navzdjem disjunktni (tj. maji prdzdné pruniky neboli zaddné dva

nemuzou nastat souc¢asné) a maji pravdépodobnost

1
P(By) = ( k()) 0.7% . 0.3107%
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(a) Zde bude vhodnéjsi prejit k dopliku a pak je

H¢ = “1.hrdc¢ vyhrdl vsech 10 zdpasu” = Big

PH)=1-P(H®)=1—-P(By) =1-0.7" = 0.9718.

(b) Jev I znamen4, ze

e bud vée vyhrél 2.hra¢
e nebo devét her vyhral 2.hré¢ a jednu 1.hra¢ (na pofadi hry nezdlez{)

e nebo osm her vyhral 2.hra¢ a dvé 1.hra¢ (na pofadi rovnéz nezélezi).
Tedy je
I=ByUB,UB,

a z jejich disjunktnosti mame

10 10
P(I) = P(By) + P(By) + P(By) = 0.71° + ( ) )0.3 0.7% + (2 )0.32 -0.7% = 0.3828.

Priklad 2.4 Cyril bude hrdt s Adamem a Bohdanem temis. Bude hrdt tii sety. MuZe si vybrat poradi
protihracu Adam-Bohdan-Adam nebo Bohdan-Adam-Bohdan. Jestlize vyhraje dva sety po sobé, ziskd prémii.
Jaké poradi md Cyril zvolit, aby mél vétsi Sanci ziskat prémii, jestlize Adam je lepsi hrdc neZ Bohdan?

Reseni:
V tomto piipadé budeme posuzovat pravdépodobnosti ve dvou ruznych pravdépodobnostnich prostorech

danych vybérem poradi protihracta. Jde tedy vlastné o dva rizné modely, ve kterych spocitdme pravdépodobnosti.

Postup bude v obou piipadech stejny, pouze hodnoty pravdépodobnosti jednotlivych jevi se budou lisit.
Budeme tedy uvazovat jevy:

Vi = “wyghra Cyrila v i-tém setu” pro i=1,2,3

které budou nezavislé a dale jev
Z = “Cyril ziskd prémii” .

Protoze na prémii je potieba vyhrat alespon dva sety po sobé, tak dostaneme, ze
Z=WnVvnV)uWnknVy)uVEnTanvs)
kde v zavorkach jsou evidentné navzajem disjunktni jevy. Takze z tohoto a z nezavislosti dostaneme
P(Z)y=PViNnVanVa)+ P(ViNVanNVy)+ P(VENTVaNVs) =
=P(V1)- P(Va) - P(V3) + P(V1) - P(V2) - P(V5) + P(VY') - P(Va) - P(V3)

Také to muzeme o néco jednoduseji dostat pomoci doplitku Z¢ jako
7= V5 U (V¥ NVanvs)
coz je opét sjednoceni disjunktnich jevu, takze

P(2°) = P(Vy) + P(V N V2N Vy) = P(V5) + P(VY) - P(V2) - P(Vy)
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Pravdépodobnost vyhry nad Adamem v daném setu oznacime jako a(# 0) a nad Bohdanem v daném
setu jako b(# 0). Pfitom mdame, ze a < b.
A ted v zavislosti na zvoleném modelu dosadime:

e pro Adam-Bohdan-Adam to bude P(V}) = a, P(Va) =b, P(V3) = a:
P(2) =1-P(Z°) =1-P(Vy) - P(VF)- P(V2) - P(V5) =
=1-(1-b—-(1-a)bl—-a)=b1-(1-a)?) =ab2-a)
e pro Bohdan-Adam-Bohdan to bude P(V;) = b, P(Va) = a, P(V3) = b, coz znamend, ze jen
prohodime a a b:

P(Z) = ba(2 — b)

Protoze a < b, tak lépe vychazi prvni model, kdy horsi hrac je uprostied.

pacebmm

Priklad 2.5 Nezdvislé jevy A, B,C maji po Fadé pravdépodobnosti 0.2, 0.3, 0.4. Urcete pravdépodobnost
jevu X = (AUB)NC.

Reseni:
Pouzijeme, ze pokud jevy Ai,..., A, jsou nezavislé, pak také jevy
o AjUAy, As, ..., A, jsou nezavislé
o AiN Ay As, ..., A, jsou nezavislé
o Af Ay, A3, ..., A, jsou nezavislé

Nezdvislé jevy tedy muZeme libovolné sdruzovat nebo pronikat (dany jev vzdy sjednotime nebo
pronikneme vzdy jen s jednou skupinou jevu), a muzeme je libovolné pievracet na jejich dopliky.
Vysledek jsou opét nezavislé jevy.

Protoze A, B, C jsou nezavislé, jsou i jevy AU B a C nezavislé. Tedy mame

P(X)=P((AuB)NC)=P(AUB)-P(C)

pricemz

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) =
= P(A) + P(B) — P(A) - P(B
=0.2+03-02-03=0.44,

Celkem tak dostaneme

P(X)=P(AUB)-P(C)=0.44-0.4 = 0.176 .
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