3. cviceni z PST

8. Unora - 4. bfezna 2022

Piipomenuti: Jevy Aq,..., A, jsou nezavislé ety pro kazdou indexovou mnozinu K C {1,
P( N Ai) - [ Py
i€eK i€eK
Netrividln{ podminky vzniknou pro |K| > 2. Mdme tak 2" — n — 1 podminek.

Specidlné: jevy A, B a C jsou nezavislé praveé kdyz:

P(ANB)=P(A)-P(B), P(ANC)=P(A)-P(C), P(BNC)=P(B)-P(C)

P(ANnBNC)=P(A)-P(B)-P(C)
pri¢emz 74dn4 z téchto 4 podminek NENT disledkem zbylych tiech.

Piiklad 3.1 Pro hod dvéma symetrickymi mincemi uvaZujme jevy
A ="na proni minci padl lic”,
B ="na druhé minci padl rub”,
C ="na mincich padly rizné vysledky”.

Jak je to s nezdvislosti jevi A, B,C?

...,n}je

Reseni:

Prostor vSech moznych vysledku jsou usporddané dvojice hodnot na jednotlivych mincich
(lic,lic)  (lic,rub)
(rub, lic) (rub,rub)

a kazdy vysledek bude stejné pravdépodobny. Pak méme |A| = |B| = |C| = 2 a tedy

a dale
ANB=ANC=BNC=AnBNC ={ (lic,rub) } .

Tedy
P(ANB)=P(ANC)=PBNC)=P(ANBNC)=7.

a proto mame
P(AnB)=1=

N|—=
N|—

a podobné je to pro ostatni ptipady, zatimco

Jevy jsou tak po dvou nezavislé, ale ne celkové nezavislé.

Poznamka: Neplette si disjunktn{ jevy s nezdvislymi:




e A a B jsou disjunktni & AN B = 0.
e A a B jsou nezavislé & P(ANB) = P(A)- P(B).

Piiklad 3.2 Ndhodné jevy A a B jsou nezdvislé a P(AU B) = 0.545, P(AN B) = 0.105. Urcete pravdeé-
podobnosti P(A), P(B) a P(AN B°).

Reseni:
Jestlize vyuzijeme nezdvislosti ndhodnych jevu A a B, pak dostaneme

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(A) - P(B), P(ANB)=P(A)- P(B).
Oznac¢me si P(A) =z a P(B) = y. Pro hledané pravdépodobnosti tak dostaneme soustavu rovnic

0.105
0545 =2 +y —0.105, 2-y=0105=y=—.

Po dosazeni do prvni rovnice dostaneme kvadratickou rovnici pro nezndmou x ve tvaru
x? —0.652 +0.105 =0 = x1; = 0.35, x5 =0.3.
Ze symetrie vztahu plyne, ze je
P(A)=035, P(B)=03 nebo P(A)=03, P(B)=0.35.
A déle pro prvni z moznosti je
P(ANB¢)=P(A)- P(B°)=0.35-0.7=0.245
a pro druhou volbu FesSeni je

P(ANB°) = P(A)- P(B°) =0.3-0.65 = 0.195 .

Piiklad 3.3 (operace s nezdvislymi jevy) Zarizeni na obrdzku je tvoreno zapojenim bloku, které pracuji
nezdvisle na sobé a pravdépodobnosti vijskytu poruch jsou zaddny. Vypoctéte pravdépodobnost poruchy funkce
celého zarizent.

—t Tw {» +{ ]

Pravdépodobnosti vycislete pro py = 0.2, po = p3s = 0.4, py = 0.3 a p; =0.1.

Reseni:
Ulohu si zjednodusime tim, Ze budeme postupné nahrazovat vice bloku jednim blokem, ktery bude
mit stejnou pravdépodobnost poruchy.
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e Pro paralelni zapojeni

a jevy A; =“i-tg blok (seshora) md poruchu” je pravdépodobnost poruchy tohoto zapojeni rovna
P(“porucha paralelnfho zapojeni”) = P(A1N---NA,)=P(A1)---P(A,) =q - Gn -

e Pro sériové zapojeni

S I = 7R SRy

a jevy B; =“i-tg blok (zleva) md poruchu” je pravdépodobnost poruchy tohoto zapojeni rovna

P(“porucha sériového zapojeni”) = P(ByU---UB,) =1— P((B1 U---U Bn)c) =
=1-P(BiN---NBy)=1-P(Bj)---P(B;) =1-(1—q)---(1-qn) .
Pro vyfeseni pivodniho zadéni ted

(a) nejdiive nahradime sériové zapojeni dvou bloku s pravdépodobnostmi poruch ps = 0.4 a p3 = 0.4
jedinym blokem s pravdépodobnosti poruchy

P23 = 1-— (1 —pz)(l —p3) =1-06-0.6=0.64.

(b) déle nahradime paralelni zapojeni t¥{ bloku s pravdépodobnostmi poruch p; = 0.2, p2 3 = 0.64 a
p4 = 0.3 jedinym blokem s pravdépodobnosti poruchy

P1,2,34 =P1 P23 -pa=0.2-064-03=0.0384 .

(c) a nakonec nahradime sériové zapojeni dvou bloku s pravdépodobnostmi poruch py 234 = 0.0384
a ps = 0.1 jedinym blokem, ktery odpovidé celému zaiizeni a ma pravdépodobnost poruchy

P1,2,3,45 = 1-— (]. - p1’2,374)(1 - pg,) =1-09616-09=1— 0, 86544 = 0.13456 .

Dilezita poznamka: Pro jev A C Q, kde P(A) # 0, m4 funkce
P():=P(-|4)

vSechny vlastnosti pravdépodobnosti (pro mnozinu vysledka 2 a o-algebru A). Tedy podminénd pravdépodobnost
se chova v prvnim argumentu jako obyc¢ejnd pravdépodobnost. Pozor, pro druhy argument uz podobné
chovani neplati!

V nasledujicich vétach pouzivame tento zakladni vztah pro jevy A a B:

P(B N A) = P(B|A) - P(A)
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pokud je podminénd pravdépodobnost P(B|A) definovand, tj. pokud je P(A) # 0.

Véta o tiplné pravdépodobnosti: Necht A, ..., A4, je tiplny disjunktni systém jevii na prostoru véech
vysledka Q (tedy jejich sjednocenim je celé Q a jevy jsou pro dvou disjunktni).
Necht P(A;) # 0 pro viechna i. Pak pro kazdy jev B C  plat{

PB) =S PBAA) = Y P(BIAY) - P(AL)
k=1 k=1

n
Bayesova véta: Pro jevy A a B plati

A ve spojeni s vétou o uplné pravdépodobnosti mame
P(B|A;) - P(A)
> P(B|Ag) - P(Ay)

k=1

P(Ai|B) =

(Vsimnéte si, ze vyraz v Citateli je jednim ze s¢itancu ve jmenovateli.)

Piiklad 3.4 Na fakulté je 50% studugicich na informatice, 30% na matematice a 20% na fyzice. Z téch,
co studugi na informatice je 10% Zen, na matematice 30% a na fyzice 20%.

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany studujici je Zena?
(b) Jakd je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany studujici je muz na fyzice?

(¢) Jakd je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrand studentka studuje matematiku?

Reseni:
Oznaéme si jevy

Ay = “ndhodné vybrany studugici je informatik”
Aoy = “ndhodné vybrany studugici je matematik”
As = “ndhodné vybrany studugici je fyzik”
B = “ndhodné vybrany studugjici je Zena”

Jevy Ajp, As, A3 jsou navzdjem disjunktni a jejich sjednocenim je cely pravdépodobnostni prostor 2
(tvofeny vSemi studujicimi). Tedy mame iplny systém disjunktnich jeva na €. Déle zndme

P(A1) =05  P(Ay) =03  P(A3)=0.2
P(B|A;) =0.1 P(B|Ay) =03 P(B|As) =0.2
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(a

) Chceme znat P(B). Podle véty o tplné pravdépodobnosti méme

3

3
Z P(BNA;) =Y P(BJA;)) - P(4;) =

=01-05+03-03+0.2-02=0.18.

(b) Chceme znat P(B°N As). Podle definice podminéné pravdépodobnosti mame

P(B°N As) = P(B°|A;3) - P(43) = (1—0.2)-0.2 = 0.16 .

(c¢) Cheeme znat P(Az|B). Podle Bayesovy véty mame

P(B|A;)-P(A2)  03-0.3
P(B) 018

P(A2|B) =

Piiklad muzeme teSit i bez explicitnitho pouziti vyse uvedenych vét a to pomoci velikosti mnozin.
Tato velikost bude vyjadiovat ”pocty” studenti v dané mnoziné ovSem s tim, Ze tento pocet muze byt
i desetinné ¢islo (pouzivame tak vlastné geometricky pravdépodobnostni model). Tato desetinng ¢isla
pochopitelné nesmime zaokrouhlovat!

Prostoru ) pfifadime néjakou velikost napf. vol(§2) = 100 (obvykle je dobré si volit takovou velikost,
kterou muzeme snadno délit hodnotami ve jmenovatelich zlomki v zadanych pravdépodobnostech).

Ted si postupné muzeme zaéit vypliovat tabulku nize:

pocet studugicich = vol(2) = 100

pocet studugicich na informatice = vol(A;) = P(A1) - vol(2) = 0.5-100 = 50 a podobné pro
matematiku a fyziku

pocet Zen na informatice = vol(B N Ay) = P(BJA;) - vol(A;) = 0.1-50 = 5 a podobné pro
matematiku a fyziku

poéet muzu na informatice = vol(B¢N A1) = vol(A1) —vol(BN Ay) =50 — 5 = 45 a podobné pro
matematiku a fyziku

infor. (A1) | matem. (As) | fyz. (43)
muzi (B°) 45 21 16 82
zeny (B) 5 9 4 18
| 50 | 30 |20 [ 100

Odsud pak ihned méame napft. ze

vol(BNA;)=5+9+4=18

Mw

pocet Zen = vol(B

i=1
a tudiz ot 2 1(B) 18
pocet Zen V0
P(B) = = = —=0.18
(B) pocet studugicich — vol(2) 100
pocet muzi na fyzice  vol(B° N Az) 16
P(B°NA = =—=0.16
u 3) = pocet studugicich vol () 100
a
t BnA
P(4s|B) pocet Zen na matematice _ _wol(BN Ay) _9 05
pocet Zen vol(B) 18
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Priklad 3.5 Na fakulté je 50% studugicich na informatice, 30% na matematice a 20% na fyzice. Z téch, co

studuji na informatice je 10% Zen a (podobné) na matematice 30% je Zen. Mezi studujicimi je celkové 80%
muzi.

(a) Jaké procento z muzi studuje na matematice?
(b) Jakd je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany studujici je Zena na informatice?

(¢) Jakd je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany studugict fyziky je muz?

Reseni:

Opét si ozna¢me (jako u pifkladu 3.5) jevy
Ay = “ndhodné vybrany student je informatik”
As = “ndhodné vybrany student je matematik”
A3 = “ndhodné vybrany student je fyzik”
B = “ndhodné vybrany student je Zena”

Opét mame tplny systém disjunktnich Ay, As, Az jevu na  ="vsichni studugici”. Tentokrat zndme tyto
pravdépodobnosti

P(A) =05  P(Ay) =03 P(A3)=0.2
P(B|A1) =0.1 P(B|A3)=0.3
P(B°)=0.8
(a) Chceme znat P(Az|B€). Podle Bayesovy véty mame

o P(BYA)-P(Ay)  (1-03)-03 21
P(Aq|BY) = BB = 05 = 35 =0.2625.

(b) Cheeme znat P(B N A;p). Podle definice podminéné pravdépodobnosti mame
P(BNA;)=P(B|A;) - P(4;) =0.1-0.5=10.05 .

(¢) Chceme zndt P(B¢|A3). Protoze nezndme P(A3|B¢), vyuzijeme vztah

P(B°N As)
P(B¢|A3) = ————=
( | 3) P(Ag)
7 véty o uplné pravdépodobnosti mame
2 2
P(B°N A3) = )= > P(B°NA;) )= > _ P(B°|A;))- P(4;) =
j=1 j=1

=08— ((1 —-0.1)-054+(1-0.3) -O.3) =0.8—-0.66 =0.14
takze
_ P(B°NnAz) 014
P(A3) 02
Pifklad opét muzeme fesit i bez explicitniho pouziti vyse uvedenych vét (viz pifklad 3.5). Prostoru
Q) piitadime opét velikost napt. vol(£2) = 100.
Ted postupné muzeme zac¢it vypliiovat tabulku nize:
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e pocet studugicich = vol(€2) = 100

e pocet studugicich na informatice = vol(A;) = P(A;) - vol(2) = 0.5 - 100 = 50 a podobné pro
matematiku

e pocet Zen na informatice = vol(B N A;) = P(B|A1) - vol(A1) = 0.1 -50 = 5 a podobné pro
matematiku

e pocet muzi na informatice = vol(B¢N Ay) = vol(Ay) —vol(BN Ay) = 50 — 5 = 45 a podobné pro
matematiku

e pocet muzi = vol(B¢) = P(B°) - vol(2) = 0.8 - 100 = 80 a podobné pro zeny

e pocet muzu na fyzice = vol(B°N Az) = vol(B®) —vol(B°N A1) —vol(B°NAs) =80—45—-21 =14
a podobné pro zeny na fyzice

infor. (A1) | matem. (As) | fyz. (As)
muzi (B°) 45 21 14 80
zeny (B) | 0.1-50=5| 03-30=9 6 20
R 30 |20 [ 100

Odsud pak ihned méame ze

pocet muzi na matematice  vol(B°N Az) 21

P(A;|B) = = = — =0.2625
(4215 poéet muzi vol(B¢) 80
pocet Zen na informatice  vol(B N Ap) 5
P(BNA;) = = =—=20.05
( ) pocet studujicich vol(Q) 100
a
P(B|As) = iooéet muiﬁ/na fyzice. _ vol(B€ N As) _ 4 0.7 |
pocet studujicich na fyzice vol(As) 14+ 6

Priklad 3.6 Automat vyrdbi soucédstky ve tvaru obdélnika. Tolerance v §irce je prekrocena v 8 %, tolerance
v délce je prekrocena v 7 % a v obou rozmérech ve 3 % vyrobenych soucdstek.

(a) Rozhodnéte, zda jsou poruseni rozméru v délce a $itce nezdvisld ¢ zdvisld.

(b) Vypocététe pravdépodobnost toho, Ze ndhodné vybrany vgrobek mda oba rozméry v toleranci.

Reseni:
Ozna¢me A poruseni tolerance v Sifce a B porusSeni tolerance v délce.
a) Potom je
P(A) =0.08, P(B) =0.07, P(ANB)=0.03.

Nédhodné jevy A a B budou nezavislé, pravé kdyz plati
P(ANB)=P(A)-P(B) .

To ale zjevné neni pro nas piipad pravda, protoze 0.03 # 0.08 - 0.07. Poruseni rozméru jsou tedy zavislé
nahodné veli¢iny.
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b) Dobry vyrobek je jev A¢ N B¢, jehoz pravdépodobnost je

P(A°NB°) = P(AUB)*)=1-P(AUB) =
= 1-P(A)—P(B)+ P(ANB) =1-0.08 —0.07 + 0.03 = 0.88.

Dobry vyrobek ziskdme s pravdépodobnosti 88 %.
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