4. cviceni z PST

7.- 11. bfezna 2022

Ptriklad 4.1 Do obchodu doddvaji cipy tri vijrobei, po radé 50 %, 30 % a 20 % zdsoby obchodu. Pravdépodobnosti
vijroby funkéniho Gipu od jednotlivijch vyrobei jsou po Tadé p; = 0.98, po = 0.95 a p3 = 0.99.

(a) Urcete pravdépodobnosti, Ze zakoupeny ndhodné vybrany éip je vadny.

(b) Uréete pravdépodobnost, Ze ¢ip je od druhého vjrobee, za predpokladu, Ze je funkcni.

Reseni:
Oznacme si jevy:

A; = “zakoupeny Gip byl od i-tého vyrobee”,

B = “2akoupeny ¢ip byl funkéni”.

Ze zadéani plyne, ze

P(A;) =05 P(A2) =03 P(A3)=0.2
P(B|A;1) =098 P(B|A2) =0.95 P(BJA3)=0.99
(a) Poc¢itdme pravdépodobnost jevu B¢. Z véty o iplné pravdépodobnosti méme:

3

P(B) = P(B|A;)- P(A;) =0.98-0.5+0.95-0.3 4 0.99- 0.2 = 0.973
i=1

P(B®)=1-P(B) =1-0.973 = 0.027 .

0.95 = min{0.98,0.95,0.99} < P(B) < max{0.98,0.95,0.99} = 0.99 .
——

0.973

Pokud nam tedy takovéto omezeni nebude vychéazet, nékde jsme museli udélat chybu.

P(B°) jsme mohli spocitat i piimo jako

3
P(B%) =" P(B°|A;) -P(A;) = 0.02- 0.5+ 0.05 - 0.3 + 0.01- 0.2 = 0.027 .
=1 1-P(B|A;)

(b) Zajim4a nds P(Az|B). Z Bayesovy véty méme:

_ P(B|A)- P(A;)  0.95-0.3
P(A2|B) = PB) = g3 = 0-293.

Co je nahodna veliéina:
Nahodn4 veli¢ina je funkce, kterd ndhodnému vysledku (tj. elementdrnimu jevu) pfifad{ konkrétni hod-
notu. Napf. vybranému clovéku pfitadi jeho télesnou vysku. Jak je vidét, ndhodna velicina vubec neni

ndhodna, co do hodnoty, kterou prifazuje (ta je urena naprosto jasné). Nahodnost vystupu veli¢iny je ddna
nahodnosti jejtho vstupu!



Abychom mohli s ndhodnou veli¢inou X vubec pracovat, potfebujeme umét urc¢ovat pravdépodobnosti
toho, ze hodnoty X budou napt. v intervalu (1.5, 7.2) C R, coz znamend, ze mnoziné X ~ (1.5, 7.2) = {w €
Q|15 < X(w) < 7.2} musime umét prifadit jeji pravdépodobnost. To pujde jen tehdy, jestlize to bude
mnozina méfitelnd v daném systému jevi. Proto nésledujici definice:

Definice ndhodné veli¢iny: Ndhodn4 veli¢ina X v pravdépodobnostnim prostoru (2, .4, P) je takové
zobrazeni

X: Q=R

7e vzor kazdého intervalu I v R je “pifpustnd” mnozina (neboli jev), tj. X (1) € A. Tuto vlastnost staci
ovérit jen pro urcité typy intervala v R:

X je ndhodnd velicina < (V¢ € R) Xﬁl((—oo,t)) cA

Co umoznuje ndhodna veli¢ina:

Nédhodnd velicina X : Q@ — R umoznuje jednu podstatnou véc - zapomenout na puvodni prostor 2
vsech vysledku (i s celou jeho strukturou jevu a jejich pravdépodobnostmi) a pfitom stdle umét vycislovat
pravdépodobnosti pro X, které potfebujeme znat.

Veli¢ina X totiz umi prenést a vytvorit rozdéleni pravdépodobnosti tam, kde m4 své hodnoty - konkrétné
vytvori novy pravdépodobnostni prostor na realné piimce R. A to tak, ze kazdy interval I C R bude mit
prosté pravdépodobnost Px (1) := P(X_l(l)).

Pravdépodobnosti Px se Tika rozdéleni pravdépodobnosti veliciny X (na R). Toto rozdéleni muzeme
uplné popsat pokud opét zname pravdépodobnosti jen nékterych specidlnich intervala: opét jsou to intervaly
(—o0,t) pro t € R. Jejich pravdépodobnosti pak pfirozené definuji tzv. distribuéni funkci Fx : R — (0,1)
jako

Fx(t)=P(X <t) (=P(X'(~00,1)))

Dalezité vlastnosti distribuéni funkce: Pro distribuéni funkci F'x veli¢iny X plati, ze
e m4 hodnoty v intervalu (0, 1),

e je neklesajici,

e je zprava spojita,

e lim Fx(t)=0a lim Fx(t)=1.
t— —o0 t— +oo
(Tyto vlastnosti dokonce uz distribuén{ funkce tiplné charakterizuji v tom smyslu, ze kazd4 funkce spliujici
vyse uvedené vlastnosti je distribuéni funkei néjaké ndhodné veliciny.)

Ndhodnd velicina a jeji distribucnd funkce jsou jedny z nejdulezitéjsich pojmi v celém kurzu! Proto se je
snazte pochopit.

Co je to stifedni hodnota nahodné veliciny:

Jestlize pro veli¢inu X provedeme n méfeni, ve kterych se budou vyskytovat ¢iselné hodnoty a, ..., ax
(ne nutné navzajem ruzné), kde kazda hodnota a; se bude opakovat n;-krat, pak za jejich prumérnou hodnotu
T (v rdmci tohoto naseho méfeni) budeme povazovat jejich aritmeticky prameér (kde se zapocitd i opakovani
dané hodnoty a;), tj.

kde n = >, n; je celkovy pocet méfeni. (Ve statistice se tato hodnota @ nazyva vybérovy primeér - viz
pozdéji). Vyraz 2 pfitom vyjadiuje podil vyskytu hodnoty a; pfi daném poctu méteni. Uvédomme si jeste,
ze k vypoctu T musime mit k dispozici konkrétni soubor namétrenych hodnot!
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Tento intuitivni pfistup vede prirozené k definici stredni hodnoty E(X) pro diskrétni veli¢inu X (tj. pro
takovou veli¢inu X, ze existuje nejvgse spocetnd mnozina A C R, ze P(X € A) = 1) v podobé

E(X)=) k-P(X =k)
keA
samoziejmé pokud suma viubec existuje. Spocetnost nebo kone¢nost mnoziny A tu je ovSem podstatna
- jestlize séitdme nespoéetné mnoho nenulovych é&isel, pak tento souéet bud neexistuje nebo bude vidy
nekoneény. Tedy Sanci na to, abychom dostali kone¢né ¢islo maji jen nejvyse spocetné soucty nenulovych
¢isel. No a protoze pro hodnoty k € R\ A je vzdy P(X = k) = 0 (pro nasi diskrétni velicinu X ), tak muzeme
pouzit i vyjadieni ve tvaru:
E(X)=> k-P(X =k).
keR

Piiklad 4.2 UvazZujme hod minci s ndsledujicimi vysledky

o wy; = “padl rub” (s pravdépodobnosti 0.49)

o wy = “padl lic” (s pravdépodobnosti 0.49)
e w3 = “nastala vgjimecnd situace” (hrana, zakutdleni mince apod.)(s pravdépodobnosti 0.02).

Sestrojte dvé rizné ndhodné velic¢iny, nakreslete jejich distribucni funkce a urcete jejich stiedni hodnoty.

Reseni:
Mnozina vech moznych vysledku je tedy Q = {w;, w2, ws3}. Kazd4 ndhodna veli¢ina na tomto prostoru
Q) ma maximalné tii ruzné hodnoty, takze urcité bude diskrétni
(tj. m& nejvyse spocetné mnoho hodnot A = {x1,z3,...} C R takovych, ze > P(X =u)=1.)
u€A
Pro distribuéni funkci diskrétni veliciny X pak plati

Fx()=P(X <t)=>» P(X =u).

u<t
Veliciny mohou byt napt.

w1 1
o X Wy -1
w3 0

Distribuéni funkce je skokovitd se skoky v bodech —1, 0 a 1 o velikostech 0.49, 0.02 a 0.49, tj.

0 pro t€ (—oo,—1)
_ _ _ P(X =-1)= 0.49 ro te€(-1,0)
FX(t)_ZP(X—“)— PEX:—l)—}—P(X:O): 0.51 ﬁro te§0,1
u<t PX=-1)+4PX=0+PX=1)= 1 pro t € (1,00)
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Obor hodnot X je A ={-1,0,1}. Sttedn{ hodnota pak bude

=Y 2 P(X=2)=(-1)P(X=-1)40-P(X =0)+1-P(X =1) =
z€A

—(=1)-0.4940-0.02+1-0.49 =0

Stfedm' hodnota je v tomto pfipadé vziieny prﬁmér zZ dan‘ych hodnot anebo také vodorovné

.....

grafem distr. funkce Fx v intervalu (0,+oo) a velikosti plochy pod grafem distr. funkce Fx v
intervalu (—oo,0). Konkrétneé:

E(X):—/ t+71—FX
0

Tento vztah plati dokonce pro jakoukoliv ndhodnou velicinu X (diskrétni, spojitou i smiSenou).

Fx(t)

w1 1
Y: wy — 1
w3 — 3

Distribuéni funkce je skokovitd se skoky v bodech 1 a 3 o velikostech 0.98 a 0.02 (protoZe obraz
roven 1 maji dva elementdrni jevy wy a ws, jejichz souhrnnd pravdépodobnost je 0.494-0.49 = 0.98),
tj.

0 pro t € (oo,1)
t) = ZP(Y = P(Y =1) = P({w1,w2}) = 098 pro te (1,3)
u<t PY=1)4+PY =3)= 1 pro te€ (3,00) .
Fy(t)
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Obor hodnot Y je A = {1,3}. Stfedni hodnota pak bude

E(Y)=) z-P(Y=2)=1-P(Y=1)+3-P(Y =3) =
TEA

=1-098+43-0.02=1.04

Geometricky je to opét tézisté (zeleny bod) nebo velikost zluté plochy (protoze plocha pod grafem
Fy je na zdporné ose nulova).

Fy (1)
71,777777= 7777777777 e—
+
E(X)
4 1 1 t
0 1 2 3

Co je to spojité rozdéleni:
Velicina X : Q — R ma tzv. spojité rozdéleni <  jeji distribuéni funkce Fx je spojita.

Casto je v tomto pifpadé Fy tzv. absolutné spojitd <  ex. fx : R — (0, +00), kterd je integrabilni a
plati

Fx(t) = /fx(u) du

pro kazdé t € R.
Funkce fx se nazyva hustotou pravdépodobnosti veliciny X.

Poznéamka: Stoji za to jesté poznamenat, ze vlastnost absolutni spojitosti neni samozfejma pro spojité distribuéni funkce
- piikladem je tzv. Cantorova funkce c (viz napf. https://en.wikipedia.org/wiki/Cantor_function). Tato funkce (rozsifend
z intervalu (0, 1) pfirozené na celé R) mé nulovou derivaci ¢’ az na (z hlediska integrélu) nepodstatnou mnozinu bodua. Presto
vSak Cantorova funkce neni konstantni (a tudiz nelze ziskat integrovdnim své derivace - pfislusné integraly fioo dt)ydt =0

jsou vSechny nulové). Pro veli¢inu s touto distribuéni funkei neexistuje hustota pravdépodobnosti.

Priiklad 4.3 Urcete konstantu ¢ € R tak, aby funkce

c-ze”?® z€(0,1
flz) = y ©.1)
0 , Jinak.

byla hustotou néjaké ndhodné veliciny.

Reseni:
Mame charakteriza¢ni vétu:

Nezapornd integrabilni funkce f : R — R je hustotou pravdépodobnosti néjaké ndhodné veliciny
X prave kdyz [ f(z) de = 1.
R
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Pouzitim integrace per partes dostaneme

[e%s) 0 1 o)
1=/f(fﬂ)dxz/Odﬂc-i-/c-xe*dex—i—/de:
A e 0 1

1
_orq1l _or —2z71 _ 202
—clz- S +c £ dx:—E(fQJrc £ :c~i
-2 1, 2 2 -4 |, 4 7
0
4

a tudiz ¢ = ;—5=5. Protoze ¢ > 0, je splnéna i nezadpornost funkce f.

K vyznamu hustoty pravdépodobnosti:
t
Necht ndhodn4 veli¢ina X m4 hustotu pravdépodobnosti veli¢iny fx, tj. Fx(t) = [ fx(u) du pro kazdé
—oo

t € R. Pak pro interval I C R (nebo i néjakou mnozinu posklddanou z intervalu) plati, ze
PXel) = /fX(u) du
T

tedy pravdépodobnost, ze hodnoty veliciny X padnou do I, zjistime prosté zintegrovanim hustoty pfes
I (podobné zjistujeme napt. hmotnost néjaké kiivky, kdyZz zintegrujeme hustotu (hmotnosti) pies danou
kiivku).

Poznamenejme jesté dulezitou véc a sice, ze hustota fx NENI zdaleka uréena jednoznaéné jako funkce
(napf. jeji zménou v kone¢né mnoha bodech se nezmeéni piislusné integraly, takze i zménéna funkce bude
také hustotou).

Stredni hodnotu pro ndhodnou veli¢inu X se spojitym rozdélenim a s hustotou pravdépodobnosti fx si
definujeme analogicky jako pro diskrétni pripad

E(X):/_OO Ee fx(t) dt

(pokud tento integral existuje.)

plochy, kterd je urcena grafem hustoty fx (a vodorovnou osou).

Poznamka: Ve viech piipadech (diskrétnim i spojitém) plati pro stfedni hodnotu nésledujici vztah

[e3e]

0
BE(X)=- / Fx (t) dt+/(17Fx(t)) dt .
e 4

Co je rozptyl ndhodné veliciny:

Rozptyl var(X) (libovolné) ndhodné velic¢iny X urcuje, jak moc se hodnoty odchyluji od stfedni hodnoty.
Rozptyl je proto definovén jako stfedni hodnota veli¢iny (X - EX ))2, kterd vyjadiuje kvadrat odchylky X
od své stiedni hodnoty, tedy predpisem:

2
var(X) = E((X - B(X))?) =+ = B(X?) - (B(x))
(ovsem opét jen pokud uvedené stiedni hodnoty existuji.)

Véta: Pro (borelovsky) méfitelnou funkei h : R — R (v praxi to je téméf libovolnd funkce, napft. po
¢éstech spojitd) a diskrétni veli¢inu X plati, ze

E(h(X)) =Y _h(k)-P(X =F) .

keR
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a analogicky vzorec plati pro veli¢cinu X s spojitym rozdélenim a hustotou pravdépodobnosti fx:

oo

E(h(X)) :/ h(t) - fx(t) dt .

— 00

Piiklad 4.4 Méjme funkci

3e73% |z €(0,00)
flz) = g
0 , jinak.
(a) Ovérte, Ze [ je hustota pravdépodobnosti néjaké nahodné veliciny X .
(b) Urcete distribuéni funkci Fx veliciny X prislusnou této hustoté.

(¢) Spoctéte pravdépodobnost P(—1 < X < 1).

(d) Spoctéte stiedni hodnotu E(X) a rozptyl var(X).

Reseni:

(a) Funkce f je nezdporna a plati, ze

o} 0 o}
/ f(z) de = / 0dx+ /36_&” dx = [6_3””]80 =1,
—00 —0o0 0

tudiz vlastnost [ f(z) dz =1 je splnéna a f tedy je hustotou néjaké veliciny X. Graf hustoty f
viz nize.

(b) Pfislusnd distribuéni funkce Fx pro velicinu X je

t 0 t
prot € (0,00): Fx(t) :;]0"0 f(x) dz :7{00 dx+0f3e_3c” dr = [e‘sw]g =1—e3t.

¢
prot € (—o0,0): Fx(t)= [ 0dz=0.

— 00

Graf distribuéni funkce F'x viz nize.

(¢) Hledand pravdépodobnost je
1 1
P(-1<X<1)= / f(z)dx = / e 3dr =1 —e 2,
-1 0

Geometricka interpretace této hodnoty je plocha pod grafem hustoty v intervalu (—1,1):
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% > 1 —t
-1 0 1 2

Lze vyuzit také distribuéni funkce:

P((1<X<1)=P(X<1)— PX<-1) PV p) Fe(-1)=1-e310=1¢"
—— N———
Fx (1) limita zleva Fx (t)

v bodé —1

Geometricka interpretace v tomto pripadé je rozdil funkénich hodnot distribuéni funkce:

— 00

Stredni hodnota je tudiz E(X) = 1/3 a rozptyl

var(X) = B((X - B(X))?) = B(X?) - (B(X))” =

Poznamenejme jesté, ze veli¢ina X ma tzv. exponencidlni rozdéleni, tj.

0 L t<0
Fx(t) = :
x(t) {1—e1 L t>0

kde 7 > 0 je parametr, jehoz vyznam je, ze E(X) = 7. Déle jesté plati, ze var(X) = 72.
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Geometrickd interpretace hodnoty E(X) - je to vodorovnd souradnice (zeleny bod) tézisté plochy
pod grafem hustoty (Sedd plocha):

f(t)

3

2

1
: = — ¢
-1 0 B(X) q 2

Jesté jedna geometrickd interpretace hodnoty E(X) - je to rozdil velikosti plochy nad grafem distr.
funkce F'x v intervalu (0, +00) a velikosti plochy pod grafem distr. funkee Fx v intervalu (—oo,0).
Konkrétné:

E(X)=— / Fx(t) dt+/(1—FX(t)) dt

— 00

Tento vztah plati dokonce pro jakoukoliv ndhodnou velicinu X (diskrétni, spojitou i smiSenou).

V tomto piipadeé je velikost plochy pod grafem Fx na intervalu (—oo,0) nulovd, takze v obrézku
nejde zvyraznit jako plocha se zdpornym znaménkem.
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