5. cviceni z PST

14. - 18. bfezna 2022

Poznamky k binomickému rozdéleni: Méjme n nezavislych opakovani daného pokusu, jehoz ispésnost
je 0 < p < 1. Velic¢ina
X = “pocet uspéchi béhem n pokusi”

s hodnotami X € {0,1,...,n} md pak tzv. binomické rozdélen{ Bi(n,p). Pro k =0,1,...,n pak je
n _
Pex =1 = ()t -t

coZ je jeden z ¢lenti v binomické vété (odtud také ten ndzev): (a+b)" =37, (3)ak - b"~F
Duvod, pro¢ tu méme kombinaé¢ni ¢islo, je v tom, ze danych k dspéchu je rozmisténo mezi n pokusu
prave (2) zpusoby.

Priklad 5.1 Pravdépodobnost, Ze atlet v oddile skoci do ddlky pies 5m, je 0.7. V oddile je 6 atlet.

(a) Urcete rozdéleni ndhodné veliciny

X 1, atlet skocil pres 5m
)0, atlet neskoéil pies 5m,

jeji stiedni hodnotu E(X) a rozptyl var(X).
(b) Uréete rozdélent ndhodné veliciny
Y = “pocet atletu v oddile, kteri skocili pres 5m ”
jeji stredni hodnotu E(Y) a rozptyl var(Y).

(c) Jakd je pravdépodobnost, Ze pres 5m skoci v oddile alespori 4 atleti?

Reseni:
(a) Velicina X mé alternativni rozdéleni, tj. X ~ Alt(p), kde p = P(X = 1) = 0.7 je pravdépodobnost
uspésného pokusu a P(X =0)=1—-p=10.3.

A déle mame
E(X)=> i P(X=i)=0-(1-p)+1-p=p=07
i€R

E(X*) =) i P(X=i)=0"-(1-p)+1>-p=p=0T7
i€R

var(X) = B(X?) — (E(X))2 =p—p*=p(1—-p)=0.7-03=0.21.




(b) Veli¢ina Y predstavuje pocet tspéchu pii n = 6 nezavislych pokusech, s pravdépodobnost{ tispéchu
p = 0.7, takze Y mé binomické rozdélend Binom(n,p). Hodnoty veli¢iny Y jsou k =0,1,...,n a
jejich pravdépodobnosti jsou

P(Y =k) = <Z)pk(1 —p)nh = (Z) 0.7% . 0.367F .

n
Pro dalsf vypocty se hodi v§imnout si, ze Y = > X, kde
i=1

X 1, -ty atlet skocil pres 5m
’ 0, -ty atlet neskocil pies 5m,

jsou navzdjem nezdvislé ndhodné veliciny a X; ~ Alt(p).

Pro stfedni hodnotu veli¢iny Y pak mdme
EY)=F X | = EX)=n-p=6-07=42
P
a z nezavislosti X; pak pro rozptyl mame

var(Y) = Zvar(Xi) =np(l—p)=6-0.7-0.3=1.26.
Z_lw_/

p(1—p)

6
PY >4)=>"
k=

6
<k)0.7k 0.3 =15.0.7-0324+6-0.7°-03" +1-0.7%- 1 =
4

= 0.324135 + 0.302526 + 0.117649 = 0.74431 .

Piipomenuti: Veli¢ina
X = “pocet nedspéchu nez nastane pruni ispéch”

mé geometrické rozdéleni Geom(p), pokud muzeme opakovat libovolné mnozstvi nezdvislych pokusi, které
maji vSechny stejnou pravdépodobnost tispéchu p. Piikladem je tieba situace, ze se chceme trefit micem do
kose apod.

Hodnoty veli¢iny X jsou {0,1,2,...}. Pro odvozeni rozdéleni X si pro i =1,2,3... ozna¢me jevy

A; = “-ty pokus je uspésnyg”

které budou nezavislé s budou mit pravdépodobnosti P(A;) = p. Pak médme pravdépodobnosti

P(X = k) = P(AS 0+~ N AL ) Ayr) = P(AS) -+ P(AS) - P(Ais1) = (1— p)Pp

pro k=0,1,2,... Pro stfedni hodnotu a rozptyl pak mame:

p

EX)=Yk-P(X=k=Y kp(l-p)lr=-="1"
k=0 k=0
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coZ si muzeme lépe zapamatovat jako

Piiklad 5.2 Pravdépodobnost narozeni chlapce je 0.51. Jakd je pravdépodobnost, Ze v dané porodnici dnes
bylo nejpozdéji (v casovém potadi) cturté narozené dité holka?

Reseni:
Lze pouzit dva pristupy:
(a) Vezmeme si ndhodnou veli¢inu

X = “pocet narozengch chlapci pred pruni narozenou holkou.”

Ta mé geometrické rozdéleni Geom(p) s pravdépodobnosti p = 1 — 0.51 = 0.49 tspésného pokusu (t;.
narozen{ holky). Hodnoty veliciny X jsou k =0,1,2,... s pravdépodobnostmi

P(X=k)=0—-pk-p=051%.0.49
Pro jednodussi vypocet si jesté oznacme ¢ = 1 — p = 0.51. Hledana pravdépodobnost je tedy
3
PX<4)=) ¢"(1-q=01-q (1+qg+--+¢*)=1-¢"=1-051"=09323.
k=0

(b) Vezmeme si ndhodnou veli¢inu
Y = “pocet narozengch holek mezi pronimi 4 narozenymi détmai.”

Ta m& binomické rozdélen{ Bi(4, p), kde je opét p = 0.49. Hledand pravdépodobnost je tedy

P(YZl):l—P(Y:O):l—(g>po-(1—p)4:1—q4:1—0.514.

Piiklad 5.3 Pri hodu na kos se trefime s pravdépodobnosti p = 0.2. Ndahodnd veli¢ina X je pocet hodi, nez
se trefime.

(a) Urcete rozdélent veliciny X .
(b) V kterém kole se prumérné poprvé trefime?

(¢) Kolikrat musime nejméné hodit, abychom se s pravdépodobnosti alespori 90% alesporn jednou (v rdmci
téchto hodu) trefili?

Reseni:
(a) Velicina X pocitd pocet nedspésnych kol. M4 tedy geometrické rozdéleni Geom(0.2) s oborem
hodnot {0,1,2,...} a jejich pravdépodobnostmi

P(X =k)=p(1-pk=02-08"
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pro k=0,1,2,....

POZOR: Neplette si geometrickou pravdépodobnost, coz je zpilisob poéitan{ pravdépodobnosti jevu (nézev je odvozen
od geometrickych obrazcu) a geometrické rozdélent, které zase prislusi ndhodné veli¢iné (ndzev je odvozen od geometrické

posloupnosti, kterou tvoif hodnoty pravdépodobnostni funkce dané veliciny).
(b) Hleddme sttedni hodnotu veli¢iny
Y = “poradi hodu, pri kterém se poprvé trefime” .

Ziejmé je Y = X + 1 a tedy

E(Y):E(XH):E(X)H:TH:

(¢) Abychom si lépe predstavili situaci, piedpoklddejme, Ze i po té, co se trefime, pokracujeme v
hézen{ (a veli¢ina Y zaznamend pouze ten prvni uspésny pokus). Ptdme se tedy, jaky je nejmens{ pocet
hodu n € N, abychom se v jejich prubéhu alespon jednou trefili. Chceme tudiz znat nejmensi n € N
takové, ze P(Y < n) > 0.9, neboli

O.9§P(X+1§n) =P(X§n—1>:FX(n—1).

K tomu potfebujeme tudiz znét distribuéni funkci X pro k € Ny:

k

Fx(k)=) P(X=i)=) p(l-p)' =

i<k i=0

-1 -ptt

1-(1-p) —i-ept

Po dosazeni tedy dostaneme podminku

09<Fx(n—-1)=1—-(1-p)"

neboli
01 > (I-p)"=(1-02)"=0.8"
log0.1 > nlog0.8
no > 20521032

Pozor: logaritmus hodnoty 0.8 je zaporny! Tedy musime hodit alespon n = 11 -kréat.

Ulohu (¢) muzeme vyftesit i s pomoci binomického rozdéleni. Pro n € N uvazujme veli¢inu
Zn = “pocet tolika hodi (z n moznych), ve kterych se trefime”
kterd ziejmé mé binomické rozdéleni Bi(n, p). Hleddme nynf nejmensi n € N tak, aby
P(Z,>1)>0.9.

Méme tedy
09<P(Z,>1)=1-P(Z,=0)=1-(1—-p)"

coz je stejnd nerovnost jako vyse a tim dostaneme i stejné reSeni.
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