6. cviceni z STP

21. - 25. bfezna 2022

Poznamky k Poissonovu rozdéleni: Pro veli¢inu
X = “pocet uddlosti behem intervalu délky T”
kde interval je obvykle ¢asovy (ale muze byt i délkovy nebo méfeny né&jakou jinou jednotkou), muzeme
predpokladat Poissonovo rozdéleni
)\k
P(X=k)= 7 e, kde k=0,1,2,...

s (bezrozmérnym) parametrem A > 0, pokud jsou splnény nésledujici podminky

e pocet uddlosti muze nabyvat libovolnych (koneénych) hodnot.

e jednotlivé uddlosti jsou nezdvislé a nenastdvaji soucasné (lze je casové oddelit),

e prumeérny pocet udalosti v libovolném ¢asovém podintervalu je imérny pouze casové délce tohoto
podintervalu a ne jeho umistén{ v ptvodnim intervalu (tj. lze fict, ze stiedni Cetnosti uddlosti za
jednotku ¢asu se s prubéhem doby neméni),

V praxi pujde napf. o piichod zdkaznika do fronty, chytdani ryb, prujezd aut atd. a to béhem néjaké
predem urcené doby.

Parametr A pak pfedstavuje stfedni hodnotu (tj. E(X) = \) protoze:

e e )\k N . & )\k—l
k=0 k=0 k=1

Poissonovo rozdéleni je vétsinou spise limitni piipad a pouziva se jako aproximace binomického rozdéleni
Bi(n, p), u kterého sice nezndme n a p, ale vime, ze n je (dostatecné) velké a zndme stiedni{ hodnotu dané
veliciny (viz nize).

V praxi tedy muzeme podminky Poissonova rozdéleni piiblizné zajistit pokud budou udalosti pochézet
z velkého poctu nezévislych zdroju (z kazdého jen jednou) a podminky se béhem méfen{ nebudou ménit (tj.
nebude se ndhle ménit “okamzitd stfedni éetnost udalosti”).

Poznamka: Ke tvaru Poissonova rozdélenf se mizeme dostat pomoci binomického rozdélen{ (s vyuzitim vyse uvedenych
piedpokladi) takto:

Casovy interval délky T si rozdélime na n dilku, a budeme predpoklddat, ze v kazdém se muze stat maximdalné jedna udédlost
se stejnou pravdépodobnosti p,. Dostaneme tak binomické rozdéleni veli¢iny

Xn = “pocet uddlosti v daném casovém useku délky T rozdéleném na n dilkid”
se stfedn{ hodnotou A = E(X,) = n - pn, kterou si vezmeme jako pevnou (neboli vlastné polozime py, := %) Tedy X, mé

binomické rozdéleni Bi(n,pr). Spocitdme si ted limitu (pro pevné zvolené k):

lim P(Xp = k)= lim_ (Z)(pn)k(l_pn)nsz lim nn—1)---(n—k+1) <i>k<1_i>n7k¢:

k-1 o
X () (DT = A e

Ptipomenme si, ze pojem nezavislosti pro jevy umoziuje pfirozené definovat nezavislost velicin :

Definice: Veliciny X a Y jsou nezquislé < P(X € I,Y € J) = P(X € I)- P(Y € J) pro libovolné
intervaly I,J C R.



Piiklad 6.1 Na ldtce (pevné $irky) je primeérné jeden kaz na 10 m délky. Predpokldddme, Ze pocet kazi se
7idi Poissonovym rozdélenim. Jakd je pravdépodobnost, Ze na 50 m délky ldtky bude

(a) presné 10 kazi,
(b) maximdlné 3 kazy,

(c¢) presné 5 kazi, z toho 4 na pronich 20 m?

Reseni:
Oznacéme si ndhodnou veli¢inu

X = “pocet kazu na 50 m délky latky”

Pak X ~ Poiss(\) a pravdépodobnosti hodnot jsou

)\k Y
P(sz):Ee , pro k=0,1,...

kde E(X) = A. Pro veli¢inu X , oznacujici pocet kazu na 10m délky, pfedpokldadame také Poissonovo

rozdéleni se stfedni hodnotou F(X) = 1. Protoze stfedni hodnota mé byt dmérnd délce intervalu
dostaneme Bx -

EL) _50m o L px) =5

E(X) 10m
Tudiz

(a) P(X =10) =35 ¢® = 0.0181.

(b) PX<8)=e® (B3 + 5 +5) =e 145+ 2 + 128) = Use5 = 0.265.

(¢) Oznacme si veliciny
X1 = “pocet kazu na prunich 20 m délky latky”
X9 = “pocet kazi na zbylych 30 m délky latky” .

Ty budou nezévislé. Analogicky k pfedeslému budeme mit

A A5
P(Xlzk):ge L a P(XQZIC):ES 2,

kde Ay =2 a Ag = 3. Hledand pravdépodobnost je (diky nezavislosti X; a X3) tedy

(nezdv. X;) 24 _9 31 _3 _5 .
P(X:=4, Xo=1) = P(Xy=4)-P(Xy=1)= T 2e¢7° =0.01348.
Poznamky k exponencialnimu rozdéleni:
Exponencidlni rozdéleni popisuje pravdépodobnost veli¢iny
Y = “doba mezi dvéema ndslednymi vyskyty uddlosti”,

v systému, ktery neméa pamét na piedchozi udalosti. Tedy to, co se stane od uréitého okamziku, nezavisi na
tom, co bylo pfedtim. V praxi jde napf. o dobu, za kterou se poroucha zafizeni, které se "neopotiebovava”
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(napf. polovodi¢ové soucdstky), nebo o dobu radioaktivniho rozpadu atd. Exponencidlni rozdéleni je jediné,
které splnuje nésledujici rovnici:
PY >s+t]Y >s)=PY >t)

pro v8echna s,t > 0. Rovnice vyjadfuje to, ze pravdépodobnost, ze zafizeni bude bez poruchy pracovat
alespoi ¢ hodin, je stejnd v piipadé, ze jsme jej pravé zapnuli (pravd strana rovnice), jako za predpokladu,
ze pfedtim uz bez poruchy pracovalo s hodin (levé strana rovnice).

Exponencialni rozdéleni Exp(%) je charakterizovdno parametrem 7 > 0 (s fyzikdlnim rozmeérem casu),
ktery predstavuje stiedni dobu ¢ekani, tedy F(Y) = 7 a déle jesté plat{ var(Y) = 72. Distribuén{ funkce pro
Y ~ Exp(%) je

Doplnéni: Diskrétni analogii exponencidlniho rozdéleni je geometrické rozdéleni, které neméii cas spojité ale pouze
diskrétné. Jak uz vime, je to rozdéleni veli¢iny

Y = ”pocet neuspésnych pokusi neZ nastane pruni dspéch”,

napf. v situaci, ze se chceme trefit micem do kose atd. Hodnoty 1% jsou {0,1,2,...}. Je to opét jediné takové diskrétni rozdéleni
spliujici analogickou rovnici: _ _ _
P(Y>k+n|lY >n)=PY >k)

pro vSechna k,n € Ng s podobnym vyznamem jako u exponencidlniho rozdéleni.

Souvislost mezi exponencidlnim a Poissonovym rozdélenim:
Necht

Y = “doba cekani na uddlost”
je velicina s exponencidlnim rozdélenim. Pak veli¢ina
X = “pocet uddlosti behem doby T”

ma Poissonovo rozdéleni a plati
T

EY)=——
kde doba T' je vyjadfend ve stejnych jednotkach, jaké ma velicina Y. Neboli

“délka i ”
, , Lo lélka intervalu
“stredni doba cekani” =

“stredni pocet uddlosti v tomto intervalu”

Priiklad 6.2 Na zdkaznickou linku prichdzi prumérné 12 hovori za hodinu. Zeny volaji dvakrdt ¢astéji nez
muzi. Doba cekdni na hovor md exponencidlni rozdélens.

(a) Jakd je pravdépodobnost, Ze nejblizsi hovor prijde nejdiive za 10 minut?
(b) Urcete cas t takovy, Ze nejblizsi hovor prijde nejdiive za t minut s pravdépodobnosti 0.7.

(¢) Jakd je pravdépodobnost, Ze v pracovni dobé mezi 10:00 a 10:40 zavolaji mazimdiné 8 zdkaznici a
vSechny budou Zeny?

Reseni:
Tuto dlohu muzeme Fesit jak s vyuzitim exponencidlniho rozdéleni, tak Poissonova rozdéleni.
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(a)

e Pomoci exponencidlniho: Podle véty ma veli¢ina

X = “pocet hovoru béhem doby 60 min”
Poissonovo rozdélen{ s parametrem A = E(X) = 12. Tud{z ndhodn4 veli¢ina

Y = “doba éekdnd na hovor” [v minutdch]

m4 exponencidlni rozdélen{ se stiednf hodnotou 7 = E(Y) = 8929 — 5 min. Jejf distribuénf

funkce je tedy

Fy(t) =

1—et/> [ t>0
0 , t<0.

Hledand pravdépodobnost pak je

a3

P(Y > 10 min) =1 — P(Y < 10 min) = 1 — Fy(10) = 1 — (1—e— ) =2 20.1353 .

Pravdépodobnost také muzeme spocitat pomoci hustoty fy velic¢iny Y:

Fr(t) = {%e”5 >0

0 1<,
jako
P(Y > 10 min) = / fy(t) dt = / %eft/5 dt =e2 .
10 10

Pomoci Poissonova: Podle véty opét vime, ze veli¢ina

X' = “pocet hovori béhem doby 10 min”
mé Poissonovo rozdéleni s parametrem ). Hledand pravdépodobnost je ddna jako

LG

;. _ _
P(X'=0)= ol =e

K uréeni parametru A\’ pouzijeme vztah mezi veli¢inami Y a X’ a podobné mezi veli¢inami
Y a X, tj.

EX') 1  EX)

10 min  E(Y) 60 min
coz odpovidd i pozadavku, ze prumérny pocet udalosti v ¢asovém intervalu je imérny jeho

délce. Konkrétné tedy X = E(X') = 10min 19 — 9 5 hledané pravdépodobnost je pak

60 min

P(X'=0)=¢?.
Pomoci exponencidlniho: 7 ptedchoziho vime, ze

Y = “doba éekdnd na hovor” [v minutdch]

mé exponencidlni rozdéleni se stfedni hodnotou 7 = E(Y) = 5 min. Pak pro hledany ¢as
t > 0 mame

0.7=PY >t)=1-PY <t)=1-Fy(t)=1— (1 —e V%) =t/

tedy
t=-5-In0.7=1.78 min .
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e Pomoci Poissonova: Vezmeme veli¢inu (zavislou na ¢ - zde je to parametr)

X = “pocet hovoru béhem doby t minut”

ktera bude mit Poissonovo rozdéleni s parametrem X, pro ktery mame vztah

Hodnotu ¢t pak dostaneme z rovnice

0.7=P(X=0)=
coz vede pochopitelné na stejny vysledek
t=-5-In0.7=1.78 min .
(¢) Oznacme si veliciny
Xo = “ pocet vsech hovori béhem 40 min” ~ Poiss()o)
X1 = “pocet hovori od Zen béhem 40 min” ~ Poiss(\1)

Xo = “pocet hovori od muzi béhem 40 min” ~ Poiss(A2) .

Budeme piedpoklddat nezavislost hovoru od Zen a od muzu, tj. nezavislost velicin X; a Xo.
Analogicky k predeslému budeme mit \g = 12 - ‘ég o = 8. Pro urcenf hodnot A; a Ay ted
vyuzijeme toho, ze Xo = X1 + X, tj. dostaneme

8= FE(Xp) = E(X1)+ E(X2)
a z poméru volani zen a muzu zase mame, ze

E(X1): B(Xy)=2:1.

Tedy \y = E(X1) =8-2=3al=FE(X;)=8-1=25.
Hledand pravdépodobnost je (diky nezdvislosti X7 a X2) tedy
. (nezdv. X;) . .
P(X; <3, Xo=0) = P(X;<3)-P(X2=0) =
16 (L) (L)’ 1
—e % <1+§6+%+% e7s :%e_gi().()l&l.

Priklad 6.3 Pri numerickém vypoctu se redlnd c¢isla zaokrouhluji na jedno desetinné misto. Jakd je
pravdépodobnost, Ze vzddlenost skutecného c¢isla od zaokrouhleného bude vétsi nez 0.04 7

Reseni:
Podobné jako v piikladu o hdzeni mince na nekone¢nou miizku (P#iklad 2.2) budeme piedpoklddat, ze
vstupni hodnoty (tj. ¢isla, kterd budeme zaokrouhlovat) pochazeji z néjakého referenéniho intervalu 2 C
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R délky 0.1 (zaokrouhlujeme na jedno desetinné misto), na kterém méme geometrickou pravdépodobnost,
napt. Q = (—0.05, 0.05).

Oznacme si ted ndhodnou velicinu X : Q — R jako

X = “skuteénd hodnota” - “zaokrouhlend hodnota”

tj. pro w € = (—0.05, 0.05) to funguje jako

X(w) = w—0=w pro —0.05 <w <0.05,
~10.05-0.05=0 pro w=0.05.

A nés ted zajimé pravdépodobnost P(|X| > 0.04). K tomu potfebujeme znat rozdéleni veliciny
X. Intuitivné tusime, ze X bude mit rovnomérné rozdéleni na své mnoziné hodnot, tj. v intervalu
(—0.05, 0.05). Predpoklddejme tedy, ze X ~ Ro(—0.05, 0.05) (nize si to pak zduvodnime). Veli¢ina X
maé pak spojité rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti

1 —

fx(z) =
0 , jinak

s grafem
fx(x)

10
*——o
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
oto

T

—0.05 | 0.05
(Hodnoty fx v krajnich bodech intervalu nejsou podstatné.)

Hledanda pravdépodobnost je tudiz

P(|X| > 0.04) —1- P(|X| < 0.04) —1- P(—0.04< X <0.04) =
0.04
—1- / 10de=1—10-0.08 = 0.2 .

0.04

Poznamka: VysSe zminéné rovnomérné rozdéleni si muzeme jesté odvodit. Veli¢inu X si muzeme znézornit timto
grafem:
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w €N
—0.05 0.05

—0.05—+

Odsud snadno vidime, ze pro t € (—0.05, 0.05) je
vol({w €Q|X(w) < t}) = vol(<—o.05, t)) = ¢+0.05

takze distribuéni funkce je

0 ,t < —0.05
Fx(t) = P(X <t) = { wlwcd L RISt — 100405 — 10t 4 0.5 ¢ € (~0.05, 0.05)
1 ,t>0.05

s grafem

Distribuéni funkce F'x je tedy spojitd a mé vyse uvedenou hustotu.
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