7. cviceni z STP

28. bfezna - 1. dubna 2022

Priiklad 7.1 Pri numerickém vypoctu se redlnd c¢isla zaokrouhluji na jedno desetinné misto. Jakd je
pravdépodobnost, Ze vzddlenost skutecného ¢isla od zaokrouhleného bude vétsi nez 0.04 ¢

Reseni:
Podobneé jako v piikladu o hdzen{ mince na nekone¢nou miizku (P#iklad 2.2) budeme piedpoklddat, ze
vstupn{ hodnoty (tj. ¢isla, kterd budeme zaokrouhlovat) pochdzeji z néjakého referenéniho intervalu  C
R délky 0.1 (zaokrouhlujeme na jedno desetinné misto), na kterém méame geometrickou pravdépodobnost,
napf. Q = (—0.05, 0.05).

Ozna¢me si ted ndhodnou veli¢inu X : Q — R jako

X = “skutecnd hodnota” - “zaokrouhlend hodnota”
tj. pro w € = (—0.05, 0.05) to funguje jako
X(w) = w—0=w pro —0.05 <w <0.05,
- 10.05-0.05=0 pro w=20.05.

A nés ted zajimé pravdépodobnost P(|X| > 0.04). K tomu potfebujeme znat rozdéleni veliciny
X. Intuitivné tusime, ze X bude mit rovnomérné rozdéleni na své mnoziné hodnot, tj. v intervalu
(—0.05, 0.05). Predpoklddejme tedy, ze X ~ Ro(—0.05, 0.05) (nize si to pak zduvodnime). Veli¢ina X
maé pak spojité rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti
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(Hodnoty fx v krajnich bodech intervalu nejsou podstatné.)
Hledanda pravdépodobnost je tudiz
P(|X| > 0.04) =1- P(|X| < 0.04) —1- P(—0.04< X <0.04) =
0.04
=1- / 10dxr=1—-10-0.08=0.2 .

0.04




Vyse zminéné rovnomérné rozdéleni si jesté muzeme odvodit. Veli¢inu X si muzeme znazornit timto
grafem:

0.051

—0.05 0.05

—0.05+

Odsud snadno vidime, ze pro t € (—0.05, 0.05) je
vol({w €N X(w) < t}) = vol(<—0.05, t>) =t+0.05

takze distribuc¢ni funkce je

0 .t < —0.05
Fx(t) = P(X <t) = { weeeB HLISth — 1005 — 10t 0.5 ¢ € (~0.05, 0.05)
1 ,t>0.05
s grafem
Fx(t)

Distribuc¢ni funkce Fx je tedy spojitd a ma vyse uvedenou hustotu.

Piiklad 7.2 Prodejna ocekdvd doddvku nového zbozi v urcityj den bud dopoledne v dobé od 8 do 10 hodin
nebo odpoledne od 14 do 15 hodin. Uskutecnéni doddavky je stejné mozné kdykoliv béhem téchto c¢asovijch
useku. Velicina X bude predstavovat éas doddni zboZi.

(a) Urcete rozdélend veliciny X a jeji distribucnd funkei Fx.

(b) Jakd je pravdépodobnost, Ze zboZi bude doddno v dobé od 8:30 do 8:45% Jakd bude pravdépodobnost, Ze
zboZi bude doddno az po 9:007

(¢) Pramérné v kolik hodin bude zbozi doddno?
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Reseni:
(a) Velicina X (méfend v hodindch) mé rovnomérné rozdéleni na sjednoceni intervala (8, 10) a (14, 15).
Jeji hustota fx je tedy dana jako

¢, te (8, 10)U (14, 15)

fx(t) =
0 ,jinak

pro vhodné ¢, které uréime z podminky, ze (§edd) plocha pod hustotou je rovna 1:

oo 10 15
1:P(X€]R):/ fX(t)dt:/ cdt+/ cdt =3¢
—00 8 1

4
tedy ¢ = %
fx(t)
1
*-—e *—o
. 1 1 1 % 1 o—o— 1 — t
0o 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Funkei Fx nyni uz snadno napocitdme pomoci integrovéni hustoty fx (anebo jesté jednoduseji z
obrazku hustoty: Fx poroste s linedrnim piirustkem o smérnici % tam, kde je nenulova hustota, a jinde
bude funkce Fx konstantni):

Fx(t)

[f.0du= 0 ,t<8
t Jigdu= 52 1es0)
Fx(t) =/ fx(du=q 24 [fodu= 2 te(10,14)

t _
24 tdu= 52 te(14,15)

1 ,t>15

(b) Zajimaji nds pravdépodobnosti P(8.5 < X < 8.75) a P(X > 9). Ty mizeme zjistit bud
jednoduse z geometrické pravdépodobnosti (kterd je jen jinym vyjddienim rovnomérného rozdéleni):
vol ((8.5,8.75)) 025 1

= = — 20.083
vol((8, 10) U (14, 15))  2+1 12

P(8.5< X <875) =
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_wol((9,10)U(14,15))  1+1 2 .
P(x29) = vol ((8,10)U (14, 15)) 241 3 0667

nebo pomoci hustoty fx a (jesté 1épe) pomoci distribuéni funkce Flx, kterou uz mdme urcéenou:

P(8.5 < X <8.75) = P(X <8.75) — P(X < 8.5) P72 p(X <8.75) — P(X < 85) =

875-8 85-8 1
= Fx(8.75) — Fx(8.5) = - -

3 3 12

P(X>9)=1-P(X <9) 7= 1 - p(x <9) 9-8

(¢) Zde chceme zjistit F(X). Mame

e8] 10 15
E(X):/ t~fX(t)dt_/8 t-%dt+/1 tegdt =

— 00

1 1 _ _
= [%} "4 [%} 1007644225 2196 _ 65 ) 0y0450 min .
8 14 6 6
Pramérnd doba, kdy bude zbozi dodéano tedy je v 10:50. To se muze zdat na prvni pohled divné,
kdyz v tento ¢as pfece zboz{ viibec nemuze byt (fyzicky) doddno, ale tento vysledek jen vyjadiuje, ze
stfedni cas doddni bude bliz k dopolednimu rozmezi nez k odpolednimu (a jak moc blizko to bude).

Podobné, u alternativniho rozdéleni Alt(p) je stfedni hodnota také rovna p € (0,1), pfestoze hodnoty
alternativniho rozdéleni jsou jen 0 a 1.

Poznamky k normalnimu rozdéleni:
Veli¢ina X md normdlni (neboli Gaussovo) rozdéleni N (u,0?) (kde u € R a o > 0), jestlize ma hustotu

1 (@—)?
fx(z) = e 27 pro z€R.

fx

o

Je to tedy spojité rozdéleni, E(X) = p, var(X) = 02 a oborem hodnot veli¢iny X je celd redlnd osa.

Toto rozdéleni je limitnim rozdélenim, které aproximuje soucty nezavislych stejné (nebo 2podobné) roz-
délenych veli¢in (vice pozdgji v Centrélni limitni vété). Typicky se tedy objevuje u veli¢in, jejichz hodnoty
jsou ovlivnény mnoha drobnymi odchylkami (napt. u chyb méfeni, vysky ¢lovéka apod.)

U zminéné vysky clovéeka (kterd muze byt samoziejmeé jen kladnd) nebo u veli¢in s hodnotami omezenymi
na néjaky interval, je pfesto pouzit{ normdlnfho rozdéleni (které muze nabyvat libovolnych hodnot) primérené.

Page 4




Je to tim, ze u dané veliciny Y predpokladdame aproximaci pomoci norméalniho rozdéleni obvykle jen ve
vhodném okol{ kolem stfedni hodnoty p := E(Y). Je to podobnd situace, jako kdyz aproximujeme funkci
pomoci jejiho Taylorova polynomu v okoli daného bodu.

Pfesnéji to vystihuje toto tvrzeni:

Véta: Necht Y je velicina s hustotou fy, stiedni hodnotou p a rozptylem o2 # 0. Necht X ~ N(u,0?).
Jestlize se hustoty fx a fy rovnaji nanéjakém intervalu (a,b) C R takovém, ze p € (a,b) a pokud Fy (p) = 3,
pak

Fy(t) = Fx(t) pro viechna t € (a,b) .

Znaceni: Pro niahodnou veli¢inu X s koneénou stfedni hodnotou a koneé¢nym rozptylem, polozme

_ X - B(X)

norm(X) :
&) var(X)

Specidlné tedy vidime, ze E(norm(X)) =0 a var(norm(X)) = 1.

Plati: Pro takovouto velicinu X a konstanty a >0 a b e R je

norm(aX + b) = norm(X) .

Daulezité vlastnosti normalniho rozdéleni:

e X ~ N(u,0?) = norm(X) = % ~ N(0,1) (je to tzv. normované normdln{ rozdéleni s hodnotami

v tabulkdch) dist. funkce pro N(0,1) se znaci ®.

o = o o
N~
=norm(X)

V tomto piipadé pak mdme Fx (1) = P(X <t) = P( X < t_—“) = @<ﬂ> pro v8echna t € R.

e hustota fy(o,1) je sudd funkce = ®(t) + ®(—t) =1 pro véechna t € R.

e Necht X; ~ N(ui,02), pro i = 1,2, jsou nezavislé. Pak X1 + Xo ~ N (1 + p2, 07 + 03) (tj. specidlné
soucet nezavislych normdlnich rozdéleni je zase normélni.)

Pro vybrana ¢isla ¢ > 0 se daji hodnoty ® najit ve statistickych tabulkdch. Pro zapornd cisla si pak
pomuzeme vztahem ®(—t) =1 — $(¢).

Pro lep${ predstavu o tom, jakou roli pro veli¢inu s normalnim rozdélenim X ~ N (u, 02) hraje smérodatna
odchylka o se pouziva tzv.

pravidlo tvi-sigma (https://cs.wikipedia.org/wiki/Pravidlo_t\%C5\%99\%C3\%AD\_sigma)

které je ovSem Cisté jen technickou pomuckou:
Jestlize si budeme pocitat pravdépodobnosti

X

P(X -y Sk-a)zP(‘ — \ <) = @(k) — B(—k) =2-B(k) =1 pro k=1,23,...
~N(0,1)
dostaneme postupné
P(X —pl<o)=2-9(1)—1=2-0.8413 -1 = 0.6826 = 68%
PX —pl<2-0)=2-9(2)—1=2-0.9772 -1 = 0.9544 = 95%

P(X —p/ <3 0)=2-®(3)—1=2-0.99865 — 1 = 0.9973 = 99.7%
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Pro vyssi hodnoty, tj. & > 4 uz jsou pravdépodobnosti vpodstaté rovny 1, takze se v praxi prilis nepouzivaji
(zdlez{ samoziejmé na zvolené presnosti).

fx

nw—30c pu—20 w—o w nw+o nw+20 p+ 30

99.7%

Piiklad 7.3 Vyska déti v 1. tridé je ndhodnd veli¢ina X ~ N(130cm, 36 cm?). Jakd je pravdépodobnost,
Ze ndahodné vybrané dité bude

(a) vétsi nez 136 cm,
(b) mensi nez 118 cm,

(c) mit vysku mezi 127 a 133 cm?

Reseni:
Nyni tedy médme X ~ N(130, 36). Pro jednodussi zéapis si jesté oznacme Z := norm(X).

(a)

X —130 _ 136 —-130
P(X >136)=P > =PZ>1)=1-P(Z<1)=
( ) ( V36 V36 ) ( ) (Z<1)

—_—— —\—

zZ 1

=1-—®(1)=1-0.8413 = 0.1587 .

fN(130,62)

P(X < 118) = P(X\;%?’O < 118_\/3_6130> = P(Z < -2)=®(~2) =

=1-—®(2)=1-0.9772 = 0.0228 .
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fN(130,62)

2.28%
1 1 1 i x
118 124 #=130 436 142
~~ ~—~ ~— ~~
n—20 p—o pto 20

127 —-130 X —130 133 —130
P(127T< X <133) =P < <
( ) ( V36 V36 V36 )

— P(~0.5< Z < 0.5) = P(Z < 0.5) — P(Z < —0.5) =
= $(0.5) — B(~0.5) = B(0.5) — (1 - @(0.5)) -

=2.9(0.5)—1=2-0.6915—1=0.383 .

fN(130,62)

1 1 1 { x
118 124 #=130 436 142
~~ ~— ~— ~~
n—20 p—o pto 20

Poznamenejme jesté, ze hodnoty vysek, které nds zajimaly (tj. 136cm, 118cm atd.) se pohybuji
celkem blizko stfedni hodnoty F(X) = 130 cm, takze predpoklad o normélnosti rozdéleni X byl pfiméfeny.

Vypocty si muzeme i urychlit pfimym vzorcem Fx (t) = fb(t_T“), kde p=130cm a 0 = 6 cm:

(a) P(X >136) =1— Fx(136) = 1 — ®(130-130) — ... = (.1587
(b) P(X < 118) = Fx(118) = ®(18=130) — ... = 0.0228
(c) P(127 < X < 133) = Fx(133) — Fx (127) = (133130) _ (121130) — ... = 0.383

Piiklad 7.4 Ostéparky Anna a Barbora maji stiedni hodnoty hodu po tadé 67m a 75m a smérodatné

odchylky 6 m a 3m. Predpoklddejme nezdvislda normdlni rozdéleni. Odhadnéte pravdépodobnost, Ze pri jednom
hodu hodi Anna ddl.
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Reseni:
Néahodna velicina

A =“délka hodu Anny”

m4 rozdéleni N(67,62) a veli¢ina

B =“délka hodu Barbory”

m4 rozdéleni N(75,32).

Zajimands P(A > B) = P(A—B > 0). Protoze veli¢iny A a B jsou nezavislé, tak veli¢ina Z := A—B
mé také normadlni rozdéleni, a sice

Z ~ N(67 — 75,67 + 3%) = N(—8,45) .

Takze

Z-(-8) _0-(-8)
V45 V45
——

norm(Z)

P(A>B):P(Z>O):P< ):1—P(norm(Z)§

8l

ot

N———
I

— 8 - - —
—1-® (E) =1— ®(1.1926) = 1 — 0.883 = 0.117.

POZOR! Zatimco stiedni hodnota je linedrni zobrazeni, tak rozptyl se chové jinak! Konkrétné je
to takto:
Necht X a Y jsou veliciny se stiedni hodnotou a koneénym rozptylem. Pak

o B(X+Y)=E(X)+E(Y)
e var(X +Y) = var(X) + var(Y) £ 2 - cov(X,Y) (> 0)

Zde cov(X,Y) je tzv. kovariance (viz pozndmky nize). Specidlné, pokud X a Y jsou nezdvislé, je
cov(X,Y) = 0. Mdme tedy:

e X aY nezivislé = var(X £Y) = var(X) + var(Y)

Tedy v tomto piipadé se rozptyly VZDY séitaji!
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