8. cviceni z STP

4. - 8. dubna 2022

Pripomenuti: Jestlize mame dvé ndhodné veliciny X, Y : Q — R, pak zobrazeni
(X,Y):Q — R?

nazyvame nahodny (dvouslozkovy) vektor.

Tedy ndhodnému vysledku w (tj. elementdrnimu jevu) piifadime dvojici hodnot (z,y) € R?. Napi.
vybranému ¢lovéku z mnoziny lidi 2 pfifadime jeho télesnou vysku a hmotnost.

(Obdobné vznikne ndhodny vektor s vice slozkami. My se ted zaméFfme hlavné na dvouslozkovy pripad.)

Nahodny vektor (X,Y) umi pfenést a vytvofit rozdéleni pravdépodobnosti na R? - a to tak, Ze kazda
“rozumna” mnozina A C R? (napi. oteviend mnozina nebo interval atd.) bude mit prosté pravdépodobnost

Par@)=pP( x4 ).
{weQ | (X (w),Y(w))eA}

Rozdélent této pravdépodobnosti Py y) na R? muzeme opét iplné popsat, pokud zndme pravdépodobnosti
jen nékterych specidlnich intervalt a ty ndm definuji tzv. sdruZenou distribucni funkci Fix yy R? — (0, 1)
jako

Fixyy(a,b):=P(X <a,Y <b)

Je dobré si uvedomit, ze ndhodny vektor (X,Y) muzeme snadno sestavit z libovolnych dvou ndhodnych
velicin X a Y. Zatimco ale k pocitani s velicinou X ndm staci znat jen jeji distribucni funkci Fix, k praci
s vektorem nam NESTACI znalost distribuénich funkef jeho slozek! Potfebujeme totiz znat, jaky je vztah
mezi velicinami X a Y, a ten je schovany pravé ve sdruzené distribuéni funkci.

Opét si pfipomenme, ze pojem nezavislosti pro jevy umoznuje pfirozené definovat nezavislost veli¢in :

Definice: Veli¢iny X a Y jsou nezdvislé < P(X € 1LY € J) = P(X € I)- P(Y € J) pro libovolné
intervaly I,J C R.

Véta: X a Y jsou nezavislé < F(x yy(a,b) = Fx(a) - Fy (b) pro viechna a,b € R.

Piiklad 8.1 Délka hrany krychle je nahodnd velicina X ~ Ro(1,2). Urcete distribucnd funkci ndhodné
veliciny Y popisujict plochu povrchu této krychle.

Reseni:
Maéme veli¢iny

X="“délka hrany krychle”
Y = “plocha povrchu krychle”

takze Y = 6 - X2 a pro distribuéni funkci ndhodné veli¢iny Y dostdvame

P(IXI<vVE)=Ex(VE) y=20

P(®) =0 ,y<0.

Fy(y) = P(Y <y) = P(6X* <y) = P(X* <

ok

)=




kde jsme vyuzili toho, Ze obor hodnot pro X je (1,2), tedy X > 0 a specidlné tak plati, ze | X| = X.

Ted si uz si jen vyjadifme Fy a dosadime:

L, 1<z<2 R
Pro veli¢inu X ~ Ro(1,2) je jeji hustota fx(z) = . a distribuéni funkce
0, jinak
. 0, r<l1
Fx(x)z fx(t) dt = x—l, 1SIE§2
- 1, x>2

s grafem

Do Fx (sprdvneé!) dosadime z = \/g (pro y > 0) a ptrepiseme podminky pro y:
1<y/E<2 & 1<8<1 & 6<y<n

(zbylé podminky jsou podobné) a dostaneme tak

0, y <6
Fy(y) = -1, 6<y<24
1, y>24
s grafem
Fy (y)
1
|
0

Priklad 8.2 Prumérny pocet zikazniki béhem dne v prond prodejné je 20, ve druhé prodejné 25. Predpokld-
ddme, Ze oba pocty se 7idi Poissonovym rozdélenim. Odvodte rozdélend poctu zakazniki v obou prodejndch
dohromady.
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Reseni:
Oznac¢me si veli¢iny

X = “pocet zakazniku béhem dne v 1. prodejné”

Y = “pocet zdkazniki béhem dne v 2. prodejné”

7 = “pocet zdkazniku béhem dne v obou prodejndch dohromady”
kde X a Y budeme pfirozené pokladat za nezavislé. Mame

X ~ Poiss(\), kde A= E(X) =20

Y ~ Poiss(u), kde p=E(Y)=25

Jelikoz Z = X +Y a piipad X +Y = k se rozloz{ na disjunktn{ moznosti (X,Y) = (¢, k — ) pro

i1=0,1,...,k, dostavame
P(Z=k)=P(X+Y =k)=

k o k
= Y P(X =i, Y =k—i) " N p(x = i) P(Y = ki) =
=0 i

E oy ; k
A\l kfz 1 k! . .
-2 P O ) S S AP, A

=2 5 k—ine 27 h—ag N T

1=0 =0 \

k
(%)
—O ) Fo /g : . —(Atm)
e i _; (binom. véta) €
= Z(i)A 0 = T+

i=0
tj. Z ~ Poiss(A + p) neboli Z ~ Poiss(45).
Poznamka: Predstavme si, Ze jednotlivym prodejndm pfifadime (¢isté ucelové) néjaké velikosti a a
b (napt. velikost plochy prodejny v m?) tak, aby prumérny pocet zdkaznikii na jednotku plochy byl v
obou prodejnach stejny, tj. % = &. Veliciny X a Y pak mizeme chapat jako pocty udélosti v intervalech
délky a a b, pficemz v obou intervalech je “hustota udalosti” stejnd. Pti tomto ptistupu bude veli¢ina
Z predstavovat pocet udélosti v intervalu délky a + b, takze Poissonovo rozdéleni se pak da skutecné

ocekavat.

Piipomenuti: Kovariance pro X a Y je definovana jako

cov(X,Y) := E((X —EX)- (Y - Ey)) =...= B(XY) - E(X)-E(Y).
Specidlné je cov(X, X) = var(X) .
Kovariance cov(-,-) mé tyto vlastnosti (X,Y, Z jsou veli¢iny, a, b, ¢,d € R jsou konstanty):
e je linedrni v kazdé slozce zvlast (tj. je bilinearni), tedy:

cov(aX +bY,Z)=a-cov(X,Z)+b-cov(Y, Z)
cov(Z,aX +bY)=a-cov(Z,X)+b-cov(Z,Y)
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e symetrickd, tj. cov(X,Y) = cov(Y, X
X

e pozitivné semi-definitni, tj. cov(X, > 0, kde navic plati, ze:
cov(X, X)=0 = JaeR,ze P X =a)=1

e cov(X +¢,Y +d) =cov(X,Y) .

(neboli: X odpovida konstantni veli¢ing)

Plati : X a Y jsou nezavislé veliciny = cov(X,Y) = 0.
(POZOR: Opacné implikace obecné neplatil!)

Piiklad 8.3 Nechi X ~Ro(0,2) a Y = X2 + 1.
(a) Sestrojte distribucni funkci ndhodné veliciny Y.
(b) Spoctéte cov(X,Y).

(¢) Rozhodnéte, zda jsou X a'Y nezdvislé a proc.

Reseni:

(a) Distribuéni funkce Fy se d4 ziskat pomoci distribuéni funkce F'x. Pred vypoctem si jesté uvédomme,
7e X > 0 (protoze jeji obor hodnot je (0,2)). Specidlné tedy |X| = X. Pro distribuéni funkci
nahodné veli¢iny Y mame

Fy(y) =P(Y <y)=P(X?’+1<y) =
P@)=0 L y—1<0
=P(X*<y-1)=
P(IX|<Vy—T)=Fx(Vy—1) ,y—1>0

Ted uz si staéf jen vyjadrit Fy a dosadit.

- - 3 0<z<2 o .
Pro velicinu X ~ Ro(0,2) je jeji hustota fx(z) = S - a distribuéni funkce je pak
, Jjina
- 0, z <0
FX(:C):/ Py dt=u/2, 0<z<2
- 1, x>2

s grafem
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Do Fx (spravné!) dosadime z = \/y — I (pro y — 1 > 0) a piepiseme podminky pro y:
0<Vy—-1<2 & 0<y—-1<4 & 1<y<5h

(zbylé podminky jsou podobné) a dostaneme tak

0, y<l1
Fy(y) =¥t 1<y<5
1, y>5
s grafem
Fy (y)
1

(b) Kovarianci vypocteme ze vztahu
cov(X,Y) = cov(X, X2 +1) = cov(X, X?) = E(X - X?) — B(X) - B(X?)

Staci si tedy pro n > 1 zjistit

B = [ 2 fx(@) dw:g/y = |3

a dosazenim dostaneme 4 5
cov(X,)Y)=2-1--=-.
3 3

(c) Protoze cov(X,Y) # 0, jsou veliciny X a Y zdvislé. Toto zjistén{ ovsem muzeme udélat i bez

vypoctu kovariance:

Veliciny X a Y jsou funkéné propojené, takze staci najit podminky, které nardaz nemuzou splnit, ale
jednotlivé, s nenulovymi pravdépodobnostmi, ano. Z piedchozich tprav uz vime, ze pro 1 <y <5

plati
Y<y & X?’4+1<y & X<, y-1

a pravdépodobnosti téchto jevi jsou (z tvaru Fx a Fy) ostfe mezi 0 a 1. Takze napf. z volby

y = 2 dostaneme, zZe
Y<2 & X<I1

takze
PY<2 X>1)=0#£#P(Y<2)-P(X>1)
—_—

0 Fy(2)=0.5 1—Fx(1)=0.5

z ¢ehoz plyne, ze veliciny X a Y jsou zavislé.
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Poznamka: Jak se da oc¢ekavat, pokud jedna veli¢ina zavisi svymi hodnotami na druhé, nejspis nezavislé
nebudou. Vyjimkou je jen jeden piipad a celd situaci se da popsat takto:

Véta: Necht X a h(X) jsou obé ndhodné veliciny, kde h : R — R je borelovskd funkce (napi. spojitd).
Pak X a h(X) jsou nezdvislé veli¢iny pravé jen pokud

e h(X) je konstantni veli¢ina (pfesnéji: ex. ¢ € R, ze P(h(X) =¢) = 1).

Priklad:

(1)

(2)

Pro piredstavu, kdy muze tfeba nastat pfipad nezdvislosti v pfedchozi vété, si vezmeme X ~ Ro(1,2)
a funkci h(z) = max{z, 3}. Vidime, Ze ani veli¢ina X ani funkce h nejsou konstantni, ale jejich slozen{
Y = h(X) = max{X, 3} = 3 uz konstanta je. No a veliciny X a Y = 3 uz samoziejmé nezavislé jsou.

Ukazme si pifklad dvou veli¢in tvaru X a Y = h(X), které budou zivislé a pfitom bude platit
cov(X,Y) =0.
Stacf zvolit X ~ Ro(—1,1) aY = X2. Podle véty vyse X a Y budou zavislé, protoze Y nenf konstanta.

(Pro¢ Y nenf (skoro vsude) konstantni: protoze X m4 spojité rozdélent, tak je P(X = a) = 0 pro kazdé
a € R. Odsud ihned mame, Ze pro b € R je P(Y = b) = P(X? = b) = 0. Tedy Y nemtze spliiovat
P(Y = c¢) =1 pro néjaké ¢ € R a tudiz nemuze byt konstanta.)

Soucasné s tim vidime, ze E(X) = =LH =0 a ddle, ze

00 1
E(X-Y):E(X-Xz):/ t3-fX(t)dt:/ .1 dt=0
— 00 —1 N———

liché funkce

A dale, stiedni hodnota E(Y) = E(X?) existuje, i kdyZ uz nulova nebude.

Tim tedy dostaneme

cov(X,Y) = E(XY) - E(X)-E(Y)=0.
=
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