9. cviceni z PST

11. - 15. dubna 2022

Poznamky ke kovarianci a korelaci: Ndhodné veliciny (jako funkce na pravdépodobnostnim prostoru
Q) tvoii pfirozené (redlny) vektorovy prostor (kde jesté navic dvé veliciny budeme poklddat za totozné,
pokud se rovnaji s pravdépodobnosti 1). Na vektorovém podprostoru veli¢in s kone¢nou stfedni hodnotou a
kone¢nym rozptylem pak muzeme pfirozenym zpusobem zavést skaldrni soucin jako

(X|Y) := B(X -Y)

Diky nému muzeme pfirozené zavést normu || X|| (neboli ”délku” vektoru X) jako

1X1 = V(X]X) = vV E(X?)

Mimo jiné si viimnéme, ze pro X je var(X) = | X — E(X)||?, takze plat{

V/var(X

neboli norm(X) mé délku skuteéné znormovanou na hodnotu 1.

Skalarni sou¢in ndm dale umoznuje mérit také tihel mezi dvéma vektory. Pro veliciny X a Y je uziteéné
znét, jestli jejich vychylky vuéi stfednim hodnotdm (tj. veliciny X — EX a Y — EY) maji podobné chovani
(tj. jestli koreluji). Zavadime proto korelaci mezi velicinami X a Y jako kosinus thlu o mezi vektory X — EX
ayY — EY, tedy

VaI‘

X-EX| |x- EX||
[norm(X)|| = ‘ H

. (X-EX|Y-EY) _ _ E(XY)-E(X) E{Y)
Y = X ExT v = B Nl

(Veliciny X — EX a' Y — EY maji{ nulovou stiedn{ hodnotu).
A kromé toho médme:

cov(X,Y):=(X—EX |Y —EY)=---=E(XY) - E(X)-E(Y) .

Prakticky dusledek korelace:
Pokud mame dvé veliciny X a Y takové, ze

X-EX20 & Y-EY 20 (cosimplikuje, e (X - EX)(Y — EY) > 0)

pak je corr(X,Y) > 0.

Obdobné plati: Jestlize
X-EX)>0 < Y—-EY)<0

pak je corr(X,Y) <0.

Atkoliv zpétné implikace v obou piipadech neplati, pfesto ndm korelace umoznuje néjakym zpusobem
zachytit jistou miru kauzalni zavislosti dvou velic¢in.

Poznamka: Uvédomme si, ze existuje nékolik stupnu “nezévislosti” veli¢in:

XaYi (vislé (pokud cov ex. COV()(7 Y) =0 (pokud X,Y nejsou konst.) XaY jsou linear.
a SOou nezavisle .
J (tj. X — E(X) aY — E(Y) jsou kolmé) nezav.




Konstantni veli¢ina X spolu s jakoukoliv jinou veli¢inou Y vzdy tvofi vzajemné nezavislé veliciny X a Y
(tento piipad je ale celkem nezajimavy).

Definice: Nahodny vektor (X,Y) mé diskrétni rozdéleni < existuje A C R? ktera je koneéna nebo
spocetnd a takovd, ze P((X,Y) € A) = 1. (Tedy vektor ma nejvyse spocetné mnoho “zajimavych” hodnot.)
V tomto piipadé pak pro sdruZenou distribucni funkci mame

Fixy)(a,b)=P(X <a,Y <b)=> PX=uY=t).

u<la
t<b

Véta: Necht nahodny vektor (X,Y) mé diskrétni rozdéleni. Pak:
X aY jsou nezévislé & P(X =4,Y =j) = P(X =4)- P(Y = j) pro viechna i, j € R.

(Srovnejte to s obecné NEdiskrétnim piipadem, kdy je nezdvislost popsdna jen nerovnostmi:

P(X <4,Y <j)=P(X <1i)-P(Y <j) pro viechna i,j € R .)

Priklad 9.1 SdruzZené pravdépodobnosti nahodnijch velicin X a'Y jsou dany ndsledugjict tabulkou:

R
Y=01| 1/4 1/8 0
y=1| 1/4 | 1/4 | 1/8

(a) Jakd jsou jejich marginding rozdéleni? Urdete pravdépodobnost P(X +Y > 1).

(b) Jsou veliciny X aY nezdvislé? Zdivodnéte. Pokud X a'Y jsou zdvislé, popiste (jednoznacné uréené)
rozdélent ndhodného vektoru (X',Y’) se stejngmi margindlnimi rozdélenimi jako (X,Y), jehoZ sloZky
jsou nezdvislé.

(¢) Uréete stredni hodnotu E(X -Y). Urcete variancni a korelac¢ni matici.

Reseni:
Na zacatku bychom si méli pro poiadek jesté ovérit, ze soucet vSech pravdépodobnosti v tabulce je = 1
(pokud by byl napt. < 1, pak neméme tdplnou informaci o rozdéleni a nemuzeme dél pokracovat).

(a) U velicin X a Y predpokldddme obory hodnot uréené tabulkou. Pak mame
X+Y>1 & (X,V)e{(0,2),(1,1),(1,2)}

a tedy
1 1 3
P(X+Y >1)= P((X,Y) e {(0,2),(1,1),(1,2)}) = tgt0=5%-
Marginélni (Cesky: okrajovd) rozdéleni ndhodného vektoru (X,Y’) jsou rozdéleni jeho jednotlivych
slozek, tedy veli¢in X a Y. Vektor (X,Y) m4a diskrétni rozdéleni a obé veli¢iny X a Y budou proto
mit také diskrétni rozdéleni a pro jejich rozdéleni plati:

P(X=i)=P(X =i, YER) =) P(X =i, Y =)

JER

P(Y=j)=P(X€R, Y =j)=)» P(X =i, Y =j)

ieR
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Hodnoty pravdépodobnosti ziskdme tedy sectenim v Fadcich (pro X) a sloupcich (pro Y) nasi
tabulky:

I R B RG]

Y =0 14 | 1/8 0 3/8
Y =1 14 | 1/4 | 1/8 5/8
‘P(X:z’) H 1/2 ‘ 3/8 ‘ 1/8 H ‘
Tedy
1/2, i=0
3/8, j=0
3/8, i=
P(X =i) = a PY =j)={5/8 j=1
1/8, i=
0, jinak
0, jinak

b) Protoze nyni je napf.
( yni je nap
P(X:2,Y:O):O7é%-%:P(X:2)-P(Y_O).
jsou X a Y zavislé.

Necht (X’,Y’) je nyni ndhodny vektor s nezavislymi slozkami, které maji stejnd marginaln{
rozdélen{ jako mé vektor (X,Y) tedy

PX'=i)=P(X=i) a PY' =j)=P =j) provsechna i,j€R.
Pro sdruzené pravdépodobnosti vektoru (X', Y”) pak tedy plati, ze
P(X' =i, ¥ = j) = P(X' =) - P(Y" = j) = P(X =i) - P(Y = j)

a muzeme je tak popsat nasledujici tabulkou:

| | v=o0 | =1 | v=2 [PX'=i]
x=0 [4g-slsd-lti-a] o
X1 |g-slti-B bi-a] om
[Por=n e [ s [ s ] |

(c) Pro diskrétni vektor (X,Y) a borelovskou (tj. téméf kazdou, napt. spojitou) funkci h : R? — R
plati podobné véc jako jsme méli uz u ndhodné veli¢iny a sice:

E(MX,Y))= > h(i,j)-P(X=i, Y =j).
(i,5)€R?

Odsud tedy snadno spoéitdme sttedni hodnotu E(XY):

E(X-Y)= Y i-j-P(X=iY=j)=
(i.j)ER?
=0-0-2+0-1-2+0-2:0+1-0-2+1-1-2+1-2-

ool
N|=

Page 3




Kovarianci pak vypocteme ze vztahu
cov(X,Y) =E(XY)-EX)-EY)

K tomu potiebujeme znét také

colon DN
ool
oolen

Takze
cov(X,Y)=E(XY)-E(X)-E(Y)= % - % . % = 6—74.

Pro korelaci
cov(X,Y)

corr(X,Y) =
( ) var(X)4/var(Y)

potfebujeme jesté znat rozptyly, takze si je dopocitame:
2y _ 2.1 2.3 2.1 _7
2y _ 2.3 2
E(Y®)=0"-¢+1°-

ER
var(X) = BOX) — (B(x)) =1 - (2 = 2,

ocojut 0o
ot

var(Y) = B(Y?) — (E(Y))2 —5 (5=

Vsimnéme si jeste, ze Y ~ Alt(2), takze rozptyl jsme mohli spocitat jako var(Y) = 2-(1—-32) = L.

Korelace tedy je

cov(X,Y)

corr(X,Y) = = o _ T
Vvar(X) - y/var(Y) \/g, \/g /465

Variancéni matice je tudiz
cov(X,X) cov(X,Y var(X cov(X,Y LT
vy - (TR X)) (X)) (8
cov(Y, X) cov(Y,Y) cov(X,Y) var(Y) Z B8
a korela¢ni matice je

corr(X, X) corr(X,Y) 1 corr(X,Y) ﬁ
Corr(X,Y) = = = .
( ) ( corr(Y, X) corr(Y,Y) corr(X,Y) 1 o 1

Pro zajimavost si jesté muzeme zjistit ihel a € (0, 7) mezi nasimi ndhodnymi veli¢inami X — EX
aY — EY:

= 0.32462,

‘\1)—1

a = arccos (corr(X,Y)) = arccos (0.32462) = 71.06° .

(Duvodem pro zavislost X a Y je také fakt, ze cov(X,Y) # 0. Zduraznéme ale, ze pokud je kovariance
nulovd, nemuzeme (pouze na zikladeé jeji znalosti) o nezédvislosti obecné nic Fict!)
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Definice: Nahodny vektor (X,Y) md spojité rozdéleni se sdruzenou hustotou pravdépodobnosti fxy :
R? — (0,4+0) & fx,y je integrabilni funkee a pro kazdou “rozumnou” mnozinu A C R? (tj. takovou, kterd
se d4 ziskat z intervalu v R? pomoci sjednocovani, primiku a doplitku) plati, ze

P((X, Y) e A) = //fxﬂy(:zr,y) dzdy .
A

To nastava praveé kdyz

a b
Fxy(a,b) = / / fxy(z,y) dedy
— 00 — OO
pro kazdé a,b € R.

Sdruzend hustota fx y opét (jako u veli¢in) NENI zdaleka uréena jednoznacné, co se tyce jeji funkéni
hodnoty, ale pouze hodnotami integralu z této funkce (napf. jeji zménou v koneéné mnoha bodech nebo
na néjaké hladké kiivee se nezmeén{ piislusné integrély, takze i zménénd funkce bude také hustotou). Presnéji,
dvé nezaporné funkce fx y a gx y (s integrdlem rovnym jedné) jsou hustotami pro tutéz sdruzenou distribuéni
funkei Fxy pravé kdyz se rovnaji skoro vsude a zapisuje se to jako

fX,Y = 9gXx,\y (S-V-) .

(tj. mohou se ligit jen na takové mnoziné A C R?, ze [[1 dzdy = 0, tj. pokud A m4 nulovy plosny obsah).
A

Priklad 9.2 SdruZend hustota ndhodnijch velicin X a'Y je

1 —z—%
_Jse 2, z>0,y>0,
x? - .o
f(X’Y)( v) {0, Jinak .

(a) Jakd jsou jejich margindlni rozdéleni?
(b) Jsou veliciny X a'Y nezdvislé? Zduvodnéte.
(¢) Jak vypadd jejich korelacni matice?

(d) Uréete pravdépodobnost P(X >Y).

Reseni:

(a) Margindlni hustoty (tj. hustoty jednotlivych velicin X a Y') jsou

o0
f%e’z’%dy:e’z-[—e’ﬂ =e* proax >0,
0

fx(z) = /fX,Y(ian) dy = .
—o0 J 0dy=0 proz <0 .

- f%e_m_%dx:%e_% [ e‘w]go—%e_% pro y > 0,

0

fr(y) = /fX,Y(iE,y) dz =4
—o0 f0d$:0 proy <0.
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Vidime tedy, Ze obé rozdéleni jsou exponenciélni, konkrétné X ~ Exp(1) a Y ~ Exp(3).
(b) Slozky X a Y jsou nezévislé pravé tehdy, kdyz
fxv(z,y) = fx(x) - fy(y) pro skoro véechna (z,y) € R?

coz znamend, ze mnozina bodu, kde uvedend rovnost neplati ma nulovy plosny obsah.

(Podmince “skoro viude” se nelze vyhnout z toho duvodu, ze hustoty nejsou jednoznaéné definovény

svymi hodnotami, ale svymi integraly.)

Jak je hned vidét, v nasem ptipadeé je rovnost splnéna dokonce vsude, takze X a Y JSOU nezavislé.
(¢) Z nezévislosti X, Y plyne okamzité cov(X,Y) = 0, tedy také corr(X,Y) = 0 a korelacni matice je

tak

Corr(X,Y) = ( by >

(d) Sdruzend hustota f(x y) je nenulova na mnoziné E := (0, +00)? (vyznacena Sedé):

Jev “X > Y7 je popsdn jako (X,Y) € {(z,y) € R? |z >y} . Pravdépodobnost tohoto jevu tak

A

dostaneme zintegrovanim hustoty pres mnozinu A, neboli

PX>Y)=P((X,)Y)e A) = fxy(z,y) de dy = fxy(z,y) de dy =
> ( e)éxyy yA/mEXYy Y

Il
—
b
D
=
(a=)
A
<
A
8
——
Il
0\8
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Piipomenme si, co i{kd Centralni limitni véta (CLV):

Necht X;, pro i = 1,2,... je posloupnost nezdvislych ndhodnych veli¢in, které maji stejnd rozdéleni se
sttedni hodnotou x4 a (koneénym) rozptylem 2. Pak pro veli¢iny

plati, ze
lim P(norm(Zn) < t) = ®(t) pro kazdé teR.

n—oo

Neboli: pro velkd n m4 velicina norm(Z,,) ptiblizné norméln{ rozdéleni N (0, 1).

Centraln{ limitn{ vétu muzeme formulovat (namisto pro Z,,) také pro tzv. vybérovy prumér, tj. veli¢iny

protoze pro né platf norm(X,,) = norm(Z,).

Pozndmka: V rdmci Centrdlni limitn{ véty (nize) se vyskytuje posloupnost nezdvislych ndhodnych
veli¢in, ktera nejcastéji vznikd nédsledujicim zpusobem:

Méjme ndhodnou veli¢inu X :  — R na pravdépodobnostnim prostoru Q (napf. pro hdzeni minci je
Q = {rub, lic} a veli¢ina tfeba X (lic) = 1 a X (rub) = 0 s rozdélenim Alt(p)). Jestlize nyni budeme opakovat
(nekonecné) nezdvislych pokusi, pak jejich vysledky tvoii posloupnost @ = (wy,ws,...), kde w; € Q pro
i € N. Mnozina vsech takovychto moznych posloupnosti je tedy QN (tj. spocetnd kartézskd mocnina
mnoziny 2).

Na této mnoziné QN lze opét vybudovat pravdépodobnostni prostor tj. o-algebru A na QN (kterd se bude

o0

sklddat ze spocetnych sjednocen{ mnozin typu X A; = A1 X Ay X ---, kde A; C Q je jev pro kazdé i) a

=1
oo

pravdépodobnost bude déna jako P <>< Ai> = [1 P(4;).
i=1

Vysledek pfi i-tém pokusu nyni bude velicina X; : QY — R, definovand prosté jako X;(@) = w; pro
@ = (w1,ws,...). Takovéto veliciny pak budou nezdvislé a budou mit rozdélen{ stejné jako velicina X.

Rychlost konvergence v CLV: Pokud pro veli¢ciny X; v CLV navic jesté je o0 := E(|X; — u|®) < oo,
pak plati Berry—Esseentuv odhad chyby (pro vSechna t € R a n € N):
0

o3y/n

Fnorm(Zn)(t) - (I)(t) < 0.4748 -

Odhad chyby v CLV pro alternativni rozdéleni: Pokud maji veli¢ciny X; alternativni rozdéleni s
parametrem p, tj. P(X; =1) = p, pak

p=EX;)=p, o=DX;)=+yp(l-p), o=E(Xi—ul’)=p1-p)@p°+(1-p)?) =0 (p*+(1-p)?)

n
¢imz pro binomické rozdéleni Z,, = >~ X; ~ Bi(n,p) dostdvame odhad
i=1

2 2 2 N2
T et ) NP el € D

np(l —p) VD(Z,)

‘Fnorm(Z") (t) - (I)(t)‘ < 0.4748 -
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Aproximace CLV se obvykle pouziva pro D(Z,) > 9. Pak je odhad chyby nejvyse: |Form(z,)(t)=®(t)| <

0.4748 _
/o = 0.159.

Priiklad 9.3 Pravdépodobnost toho, Ze se za dobu T porouchd pristroj je p = 0.2. S jakou pravdépodobnosti
se za dobu T ze 100 (nezdvisle pracujicich) pristroji porouchd

(a) alespori 20,
(b) méné nez 28,

(c) 14 az 26 pristroji?

Reseni:
Proi=1,...,n (kde n = 100) si zavedeme veli¢iny

1 , -ty pfistroj se porouch4,
X, =
0 , -ty ptistroj bude v poradku.

Veliciny X; budou nezévislé s alternativnim rozdélenim Alt(p) = Alt(0.2), protoze P(X; = 1) = 0.2.
Pocet porouchanych piistroju je tedy veli¢ina

100

Z = ZXZ-
=1

kterd mé tudiz binomické rozdéleni Bi(n, p) = Bi(100, 0.2). To sice umime piesné popsat, ale vycislovani
sou¢tu mnoha velmi malych ¢€lenu by vedlo ke znatnym numerickym chybam (a bez softwaru by ani
nebylo mozné). Proto pouzijeme CLV, kterd velmi dobfe aproximuje hledané pravdépodobnosti.

Pro Z =3 | X, tedy mdme

Podle CLV mizeme piedpokladat, ze velicina norm(Z) = ZﬁE((?) = Z\/_%O

ma& priblizné normované
normdln{ rozdéleni N (0, 1).

To také muzeme chépat tak, ze veli¢ina Z ma priblizné normélni rozdéleni
N(E(Z),var(Z)) = N(20,4%)

tedy ze
t—20
Fz(t) = —— ro teR.
Z() ( #16) p

Pak tedy mame:
(a)

Z —20 S 20— 20
V16— V16

P(ZZQO):P( ) = P(norm(Z) > 0) =

(CLV)
=1-P(norm(Z)<0) = 1-®(0)=1-05=0.5.
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(Pro srovnani: skute¢nd hodnota pro binomické rozdéleni je 0.5398.)

Kdy# budeme uvazovat (spojité) rozdéleni N (20, 42), které ALE POUZE aproximuje ptivodn{ diskrétni
binomické rozdéleni veli¢iny Z, muzeme si predstavit hledanou pravdépodobnost (z HLEDISKA VYPOCTT
takto:

fN(20,42)

(b)
Z-20 28-20 ©Lv)
P(Z<28)=P < = Plnorm(Z) <2 =
( )(TG TG)(())
(CLV)
= B(2) = 0.977 .

(Pro srovnani: skuteé¢nd hodnota pro binomické rozdéleni je 0.9658.)

Kdyz opét budeme uvazovat (spojité) rozdéleni N (20, 42), které POUZE aproximuje ptivodni diskrétni
binomické rozdéleni veli¢iny Z a vezmeme do uvahy pravidlo tif sigma, muzeme uvazovat (z HLEDISKA
VYPOCTU) takto:

Protoze 28 = 11 + 20, tak hodnota P(Z < 28) = P(N(2o,42) < 28) ném musi vyjit vetsi nez 95%

(viz néért).

IN(20,42)

T
n =20 24 28
~ ~
pto pt20

()

P(14§Z§26):P<

14—-20  Z-20 26—20)

it < NiTs < its = P(— 1.5 <norm(Z) < 1.5) =

= P(norm(Z) < 1.5) - P(norm(Z) < —1.5) (CiV) ®(1.5) — ®(—1.5) =

=2-9(1.5)—1=2-0.933—1=0.866 .

(Pro srovndni: skuteénd hodnota pro binomické rozdélen{ je 0.8973.)
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Kdyz opét budeme uvazovat (spojité) rozdéleni N (20, 42), které POUZE aproximuje pivodni diskrétni
binomické rozdéleni veliciny Z a vezmeme do tivahy pravidlo t#{ sigma, muzeme uvazovat (z HLEDISKA
VYPOCTU) takto:

Protoze p — 20 =12 < 14 < 16 = p—oc ap+o = 24 < 16 < 28 = p + o, tak hodnota

P4< Z <26) = P(14 < N(20,4%) < 26) ném musi vyjft mezi 68% a 95% (viz nacrt).

fN(20,42)

T \ } i z
12 16 w=20 24 28
—~ ~~ ~~ —~
n—20 pn—o pto pt20

Odhad chyby v CLV pro Poissonovo rozdéleni: Pro veli¢inu Z ~ Poiss(\) plati

0.4748
VA

V praxi se obvykle CLV pouzivd uz pokud A > 10 jako dobréd aproximace (v tomto piipadé je odhad
chyby < 0%8 = 0.1502, ale ve skutecnosti je tento odhad ptilis nadsazeny a skuteénd chyba je mensi.)

EIOI‘IH(Z) (t) - (I)(t) < pro vSechna t € R.

Priklad 9.4 V lese se narodi prumérné 4 zajici demné. Predpoklidejme, Ze pocet narozeniyjch zajicu se 7idi
Poissonovym rozdélenim. Jakd je pravdépodobnost, Ze v nasledujicich 7 tydnech se v lese narodi alespor 175
zagicu?

Reseni:
Pro veli¢inu

7 = “pocet narozengjch zajicu za 49 dnu”
nds zajima P(Z > 175). U této velic¢iny sice snadno zjistime jeji rozdélen{ (bude to Z ~ Poiss(4 - 49)),
ale k pfesnéjsimu vycisleni by bylo pii tomto piistupu potieba se¢ist kolem 175 velmi malych ¢isel, coz
by bylo jednak naro¢né a také by vznikalo hodné chyb.

K feseni proto pouzijeme centralni limitni vétu a tudiz budeme chtit veli¢inu Z “rozsekat” na co
nejvice stejné rozdélenych nezavislych veli¢in. Oznac¢me si tedy pro ¢ = 1,2,...,n, kde n =7 -7 = 49,
veliciny

X; = “pocet narozenych zajict v i-ty den” .
Veli¢iny pokldddme za nezdvislé s rozdélenim X; ~ Poiss(4), tedy E(X;) = 4 = var(X;). Protoze plati

n
Z = > X, dostaneme
i=1

B(Z)=n-E(X,) =49 -4 =196
var(Z) =n-var(X1) =49-4=196 = +/var(Z)=v196 = 14

coz v pripadé rozptylu plati diky nezavislosti veli¢in.
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Podle CLV bude mit veli¢ina norm(Z) = \Z/_E((ZZ)) = Z=196 pijplizné rozdéleni N(0,1). Miizeme

proto psat

196 S 175 — 196
4 14

P(Z>175) = P (Z_l ) — P(norm(2) = ~1.5) =

=1-P(norm(2) < -15) T e =1 (1-205) =

= ®(1.5) = 0.9332 .

(Pro srovnéani: skuteénd hodnota pro Poissonovo rozdéleni je 0.9398.)
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