MAZ2 - 1. konzultace
Diferencialni pocet funkci vice proménnych

1 Funkce vice proménnych. Grafy.

Budeme studovat funkce (zobrazeni) f : D — R, kde D C R" je defini¢ni obor funkce f (znacime D(f)).

P#. Najdéte a nacrtnéte definiéni obor funkce f(x,y) = ,/%.

Reseni:
Vyraz pod odmocninou musi byt nezdporny a ¢itatel nesmi byt nulovy.

D(f): (@ — 24220 A 20 -2~y >0) V (@ —2 432 <0 A 22— 2 3 <0)

Zadéni 1ze upravit na piehlednéjsi tvar. Doplnénim na étverec, tedy pouzitim vzorce a? + 2ab+ b% =
(a + b)? napf. pro
2 2 2 2 2 2
P o= (2w 3+ GP) (P =6~ P~ (3)

muzeme nerovnosti vyjadfit jako
A O A T L s

coz predstavuje oblasti vné a uvniti kruznic. Z toho je vidét, ze druhd zavorka predstavuje prazdnou
mnozinu, tedy celkem je

D(f): (w—3)"+y >4 A (@-12+42<1

(x—3)2+y° =

Definice: Pro funkci f z R™ do R definujeme vrstevnici na hladiné ¢ € R jako mnozinu

{(x1,...,2n) € D(f) | fla1,...,20) =} .

Zde D(f) je defini¢ni obor funkce f.



(Zduraznéme, ze vrstevnice obvykle byvaji objekty s dimenz{ n — 1. Ale nenf to vzdy pravidlem!)

Poznamka: Necht g je néjakd funkce z (0,+00) do R. Graf funkce tvaru f(z,y) = g(\/22 +y?) je
rota¢né symetricky podle osy z, a vznikne rotaci grafu funkce g kolem osy z. Vrstevnice funkce f jsou
slozeny z kruznic. (Nemus{ to ale byt vzdy jen prosté kruznice, nybrz také napt. mezikruzi).

Pi. Pro nasledujici funkce f vzdy nacrtnéte graf a popiste vrstevnice:
(a) f(a,y) =/a®+y? (kuzel)

(b) f(z,y) = 2% + 2y? (elipticky paraboloid),
(c) f(

(d) f(

\\\\

x,y) = zy (hyperbolicky paraboloid),
Yy

x,7y) = 22 — y? (hyperbolicky paraboloid).

Reseni:
Ozna¢me si r = \/22 + y2. Hodnota r piedstavuje vzdalenost bodu (x,y, z) od 3. osy (tj. osy z).

(a) Graf funkce f vznikne rotaci grafu funkce g(r) = r, pro r > 0. Jde tedy o kuzel a vrstevnice jsou
soustiedné kruznice:

(b) Uvazujme nejdiive funkci h(z,y) = 2 + y? = (/22 + y?)?. Jeji graf (tzv. rotacni paraboloid)
vznikne rotaci grafu funkce g(r) = 2, pro r > 0 (tj. rotaci paraboly). Graf funkce f(z,y) = 22 + 2y
se od ngj bude lisit zizenim ve sméru y. Prufezy (tj. vrstevnice) grafu f tak budou soustiedné elipsy a
cely graf se pak oznacuje jako elipticky paraboloid.

(c)4(d) Zde se hodi vSimnout si, ze grafy funkei v (c) a (d) jsou navzdjem otocené o % (a soucasné

prenasobené hodnotou 3 ) To zjistime, kdyz si zavedeme nové proménné x = ‘/_(a —b)ay= @(a +b)

neboli pouzijeme ortogonalm transformaci
o x C?S(%) fsin(g) a
y sin(§)  cos(%) b

Pak pro f(z,y) = zy je (f o ®)(a,b) = 5(a —b)(a +b) =
pro jeden z piipadu. Vrstevnice jsou opét zfejmeé (soustiedné

a? — b?). Staci si tedy rozmyslet graf jen
yperboly a jejich asymptoty. A vysledny

~— ol
=~
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graf se nazyva hyperbolicky paraboloid (nebo také sedlova plocha) a je to pfiklad plochy s tzv. zdpornou
kiivosti (stejné jako pfedchozi jednodilny hyperboloid).

2%z

Y

2 Okoli. Vnitrek, uzaveér, hranice.

Motivace:

Pojem otevrené mnoziny intuitivné zavadime jako mnozinu, kterd s kazdym bodem obsahuje jesté dost
prostoru kolem néj (je to kvuli pozdéjsimu pouziti pro derivovéni - potfebujeme se k bodu pfiblizit “odkud-
koliv”).

Pojmem wuzaviené mnoziny zase intuitivné myslime takovou mnozinu, ze které nemuzeme vypadnout pii
“limitach posloupnosti,” tj. takovd mnozina obsahuje vSechny body, ke kterym se muzeme z této mnoziny
priblizit libovolné blizko.

Kupodivu, tyto dva pojmy jsou nakonec navzijem dopliikové (viz nize).

Definice:
Okolim U.(ag) (tzv. otevienou kouli) s polomérem € > 0 a stfedem v bodé ag € R™ oznac¢ujeme mnozinu

def n
Ud(ao) = {a € R™ | [|la — aol| < &}

kde ||la — agl| je eukleidovskd vzddlenost bodu a a ag, tj. pro
ap = ($1,...,1‘n)
a = (y17"'7yn)
je

lla — aol| =

Piipomenme si, ze pro mnozinu A C R”™ si
e unitrek A° mnoziny A definujeme jako mnozinu vSech bodu a € A, které jsou v A i s néjakym okolim:

acA &L Fe>0) Ua)C A

e hranice DA mnoziny A je mnozina vSech bodiu a € R™, jejichz libovolnd okoli zasahuji jak do samotné
mnoziny A, tak do jejiho dopliku R™ \ A:

a€dA €L Ve>0) U@)NA#£0 A Usla)n(R™\ A) #£0
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e uzdvér A mnoziny A si definujeme jako mnozinu

AL 4 U004

neboli (jak se d4 snadno ovéfit) jako mnozinu viech bodu a € R™, jejichz libovolnd okoli zasahuji do
mnoziny A:

a€A = (Ve>0) Ula)NA#D
Kromé toho jesté plati, ze _
0A=A\ A°

a tedy _
A=A° U 0A

kde “W” znamend disjunktni sjednoceni. Pro libovolnou mnozinu A se déle cely prostor R™ vzdy disjunktné
rozlozi na vnitiek A°, hranici 0A a vnéjsek (R™\ A)°:

R"= A° U 0A U (R"\A)°
N~ ~ N ,
vnitiek hranice vnajsek

A nakonec si jesté (ted uz skuteéné) definujme, ze

e mnozina A je oteviend &A= g0 (tj. A je rovna svému vnittku)

.. . . def = /s . ’ P
e mnozina A je uzaviend <= A = A (tj. A je rovna svému uzivéru).

A plati, ze
A je oteviend <= R"™\ A je uzaviend

(tj. otevienost a uzavienost jsou vzdjemné doplitkové pojmy).

Poznamka: Pii zdavodnéni toho, ze néjakd mnozina je oteviend, pripadné uzaviend, se da vyuzit
nasledujici véta:

Jestlize f : R™ — R je spojitd funkce (tento pojem bude sice definovdn pozdéji, ale napf. polynom uréité
spojitd funkce bude), pak

e mnozina {(z1,...,z,) € R" | f(z1,...,2,) > 0} je oteviena,
e mnozina {(z1,...,2,) € R" | f(z1,...,2,) > 0} je uzaviens.
z2+y2—z

5> (viz prvnf pitklad).

P#. Urcete vnitfek, hranici a uzdvér defini¢niho funkce funkce f(z,y) = e

Reseni:
Tento piiklad je uréeny pro “intuitivni” feSeni pomoci nd¢értu danych mnozin.
Defini¢ni obor funkce f uz mame urcéeny jako:

M = D(f): (x—%)Q—i—yQZi Az—1)2+y?<1.

o (vnitiek) M°: (z—3)"+12> 1 A (@-1)2 442 <1,
o (uzdvér) M : (xf%)Qerin A(x—1)249y2 <1

e (hranice) OM = M \ M° : (x—%)Q—i—yQ:% Vi (r—1)2+y*=1

(POZOR: je tu jind logickd spojkal)
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Poznamka: Muzeme si vsimnout, ze vnittek (uzévér, resp.) jsme v predchozim piiklade ziskali tak, ze
jsme z neostrych nerovnosti udélali ostré (z ostrych neostré, resp.). Ale POZOR, takhle to obecné nefunguje
- viz tento piiklad:

Lze zvolit spojitou funkei f : R?2 — R tak, aby pro mnoziny

A={(z,y) eR?| f(z,y) > 0}

B ={(z,y) € R?| f(z,y) > 0}
bylo _
AS B a AG B
(neboli: po priddni neostré nerovnosti je uzavér obecné MENSI a po ubrdni neostré nerovnosti je vnitiek
obecné VETSI. )
Takova funkce je napft.
x2, z <0,
flz,y) =40, z € (0,1),

—(z—-1)2, z>1.

kde je pak A = {(z,y) € R? |z < 0} a B={(v,y) € R? |z < 1}.

Problém vznikd proto, ze zatimco vrstevnice

{(‘T’y) €R? | f(x,y) = C}

pro hladiny ¢ # 0 jsou kiivky (objekty s dimenzi 1), tak pro ¢ = 0 je vrstevnice plocha (objekt s dimenzi 2).

3 Limita. Spojitost.

Motivace:

Jestlize chceme zjistovat, jak se chova funkce v okoli néjakého bodu ve smyslu limity, pak se k tomuto
bodu potfebujeme pfiblizit pomoci bodu z definiéniho oboru dané funkce. Pfitom vsak tyto body chceme
mit jiné, nez je samotny ptivodni bod, ve kterém limitu zjistujeme. To vede k nésledujicim pojmiim:

e Prstencovym okolim P-(ap) s polomérem ¢ > 0 a stfedem v bodé ag € R™ oznacujeme mnozinu
def
P.(ag) = Us(ao) \ {ao} = {a € R" | 0 < [Ja — aol| < &}

e bod ag je hromadnym bodem mnoziny M, jestlize v kazdém svém okoli ma néjaky bod této mnoziny,
ale jiny nez aq, tj.:
(Ve>0) P(a)NM#D

(hromadny bod je tedy uré¢ité bodem uzévéru mnoziny M, ale neni ”osamoceny”).

Definice limity funkce: Necht f : D — R je funkce s definiénim oborem D C R" a ag € R"™ je hromadny
bod tohoto definiéniho oboru D. Nésledujici definice a znaceni znamenad, ze hodnota ¢ € R je limitou funkce
f v bodé ag:

lim fla)=c €5 (Ve>036>0)(VaeD) 0<|a—ag|<d = |fla)—c|<e
—_———— |

a—ao
a€Ps(ao) f(a)eUc(c)

(tj. kdyz jsme v dostatecné malém prstencovém okoli Ps(ap) bodu ag, pak se body odsud zobrazuji funkei
f do zvoleného malého okoli U, (c) hodnoty c.)
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Definice spojitosti funkce: Funkce f: D — R je spojitd v bodé ap € D < lim f(a) = f(ao).

a—rao

Funkce f je nazyva spojitd, jestlize je spojita v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.

Pi. Zjistéte, zda existuje limita  lim XY,
(,y)—(0,0) 7Y

Reseni:

Defini¢n{ obor funkce f(x,y) = 24y

T—y Je

D(f): =#y.

Bod (0,0) je ziejmé hromadny bod mnoziny D(f). Abychom zjistili, jakou hodnotu by pfipadna limita
méla mit, vyzkousime se pfiblizit k pocatku po riznych primkéach, konkrétné po ptimkéach y = kzx, kde
k # 1. Pak mame

r+kxr 1+k

li kz) = 1i - .
Y f (@, k) = Jim ———m = T

Tato hodnota je ale ruzné pro ruzné k. Puvodni limita funkce f tedy neexistuje.

Pr. Zjistéte, zda existuje nasledujici limita a pokud ano, uréete jeji hodnotu  lim  —Z—
(z,y)—(0,0) [z]+]y]
Reseni:
Defini¢n{ obor funkce f(x,y) = % je

D(f): (z,y) # (0,0).

Tedy jmenovatel ve zlomku se vynuluje jen v jediném bodé. Nemédme tudiz moznost pouzit kritérium
pro neexistenci limity (neméme totiz dost velkou mnozinu, co by vynulovala jmenovatel). Zde vidime,
jak dulezité pro dalsi uvahy je urcit si definié¢ni obor funkce.

Co ted dal? Funkce ve jmenovateli by (bez absolutnich hodnot) byla vlastné polynomem se stupném
1. Na druhé strané v citateli je zase polynom se stupném 2, ktery by nejspis mél prevazit jmenovatele.
Tusime tedy, ze by limita mohla existovat (a byt nulovd).

Zkusime si to na néjakém piiblizeni, napf. po ose z (tj. pti y = 0):

li 0)=1lm0=0
2y 1, 0) = oy
Tedy jediny kandiddt na limitu je ¢ = 0. Ted ukdzeme, Ze to skuteéné limita je. PouZijeme pifitom tento

odhad:
], |yl < |z| + |y|

Pro (z,y) # (0,0) tak dostaneme

2
| |z -yl _ (=] + |y])

= < =[] + ||
[+ lyl = fel + 1yl

=0

Zakladni trik je pouzit takovy odhad citatele, ktery se pak zkréti se jmenovatelem (a soucasné
vysledek pujde pak k nule).
7 véty o limité seviené funkce pak mame, ze

0= lim 0 < lim [f(z,y) —c| < lim |z|+|y] =0

(z,y)—(0,0) T (=my)—(0,0) (z,y)—(0,0)

Page 6



kde jsme pouzili to, ze funkce g(z,y) = |z| + |y| je spojitd, protoze je to slozeni spojitych funkei
(polynom, absolutni hodnota).

Nebo-li dokdzali jsme, ze  lim  f(z,y) =c¢=0.
(w,y)—(0,0)

Poznamka: Existenci limity l_i>m f(a) = c si jesté procviéime pomoci jeji definice. M4 tedy platit, ze
a—aq
Ve>0 36>0 Yae D(f) 0<l|la—aol|<d = |f(a)—c|<e.
Opét pouzijeme stejny odhad pro ¢ = 0 a jesté vyuZijeme toho, Ze |z|, |y| < \/x2 + y2 :
|f(zy) —c| = [f(z,9)] < | + |yl < 2va? +y2 =2 [|(z,y) — (0,0)]]
Pro € > 0 ted staé¢i vzit § := /2 a pak pro ap = (0,0) a a = (z,y) takové, ze 0 < ||a — ap|| < § urcité mame, ze

[f(a) =0 <---<2-|la—apl| <26 =¢.

4 Derivace podle vektoru (ve sméru). Parcialni derivace.

Definice derivace podle vektoru (ve sméru): Necht f je funkce z R™ do R a necht ag je vnitini bod
jejtho definiéniho oboru. Derivace podle vektoru h € R™ funkce f v bodé ag je definovana jako nésledujici
(kone¢nd) hodnota
f(ao + th) — f(ag)

t

of
oh
Neboli: Definiéni obor D(f) “projizdime” po piimce ¢(t) = ao + tﬁ, kde t predstavuje cas a h tim padem
vektor rychlosti pohybu po dané piimce. A ptame se, jak se rychle se pfitom budou ménit hodnoty funkce
f pfi pruchodu bodem ag. Je zfejmé, ze ¢im vétsi bude rychlost pruchodu h, tim rychlejsi budou i zmény
hodnot funkce f.
Jestlize vektor h mé jednotkovou délku, tj. ||h|| = 1, nazyvé se smérem a derivaci podle vektoru h pak
také oznacujeme jako derivaci ve sméru (nebo jako smérovou derivaci).

d T .
(ao) := ¢ f(ao + th)li—o = lim

Definice parcidlni derivace: Specidlné definujeme tzv. parcidlni derivaci podle i-té proménné (dejme
tomu, ze se bude jmenovat x;) jako
of of

o, (%) = g (@0)

kde €; = (0,...,0, 1 ,0,...,0) je vektor standardni baze.
~~

i—t4 pozice
Konkrétné pro funkci f : D — R, kde D C R? a vnitin{ bod ag = (20, y0) definiéntho oboru D(f) = D je

%(ao) i J(wo +1t,90) — f(x0,v0)

t—0 t

d
= af(xa y0)|1:10

tedy funkci f staci ”obycejné” derivovat podle proménné x, kde druhou proménnou y bereme na chvili jako
konstantu.

Pr. Najdéte parcialni derivaci % funkce

T — mzszZ ; (.’I],y) # (0’0),
e {0+ » (z,y) = :

ve viech bodech a = (x,y) € R2. Je funkce % spojitd v bodé ag = (0,0)?
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Reseni:
Graf funkce f:

_a®
22 4y?”

V bodech a = (z,y) # (0,0) je predpis funkce f v néjakém okoli U.(a) ve tvaru f(x,y) =
Muzeme tak standardné pouzit postupy o derivovani funkei:

ﬂ( )_E a3 ( )_3x2(x2+y2)—2x-x3 2% (a? + 3y?)
oz a)= oz z2+y2 a)= (12+y2)2 - (xQer?)?

Pro bod a = (0,0), ktery nemé v zddném svém okoli “jednotny” predpis funkce f, musime pouzit
(explicitn{) definici:
3
F(£,0) = £(0,0) . 550

g((), 0) = lim = lim

=1.
ox t—0 t t—0 t

Celkem jsme tedy dostali, ze

z? (22 43y
Of (1) = L) pro (2,y) # (0,0),
ox 1, pro (z,y) = (0,0) .
a podivdme se, jestli je tato funkce spojitd v bodé (0,0). Kdyz si vezmeme napt. pfiblizeni po ose y (t;j.
x = 0) dostaneme, ze
lim 92 = 1lim0=0.
Jim 7 (0,9) yl_)mOO 0
Tedy limita
of

lim 3L (x,
(@,9)—(0,0) o (7:Y)

nemuze byt rovna 1, coz je hodnota %(0, 0), a tedy funkce % nend spojitd v bodé (0,0).
Na druhou stranu, jak je snadno vidét diky predpisu a spojitosti funkei, v bodech a = (z,y) # (0,0)

funkce % spojita je.

P#. Pro funkci f(z,y) = (zy)V®*+¥ najdéte parcidlni derivace a obory jejich existence.

Reseni:
Zaklad exponencidlni funkce musi byt nezdporny a vyraz 0° neni definovan. Defini¢ni obor je tedy
D(f):2*+y>0 A ay>0 A =(a®+y=0 A ay=0) .
(z.)#(0,0)
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Jeho vnittek (tj. mnozina, kde se muzeme ptat na parcidlni derivace) je oteviend mnozina
D(f)°:y>—a* AN ay>0.

Ve v&ech bodech vnitiku muzeme pouzit pravidla o derivovani sou¢inu funkei, slozené funkce atd.
Funkci si pro (z,) € D(f)° vhodné piepiseme jako f(x,y) = (zy)V=*+Y = 2@WV#*+y Parcidlni
derivace jsou:

2 2
_ eln(wy)m . rt+y+a h’l(iﬂy)

/22 +y

_ eln(my)\/zery . 21° + 2y + yln(zy)
2u\/x? +y

af _ Jn(zy)\/x2+y Y 2 xz
9z~ ¢ % . xy\/x +y+1n(:ry)\/m

of In(zy)\/2*+y z 2 1
) _ Jln(z T N 1 -
9y e p” vVt +y+ n(zy)2 Y

Obé parcidlni derivace evidentné existuji viude v D(f)°.
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