MA2 - 2. konzultace

Derivace (Totalni diferencial). Tecny prostor. Derivace slozené
funkce, derivace vyssich rada. Jakobiho matice.

1 Derivace (Totalni diferencial). Linearizace. Te¢ny prostor.

Definice (1iplné) derivace:

Derivace (totalni diferencidl) funkce f z R™ do R ve vnitinim bodé ag € D(f) definiéniho oboru D(f
R™ je takové linedrni zobrazeni (oznacené jako f’(ag) : R™ — R), které je nejlepsi aproximaci funkce
bodé ag v tomto smyslu:

-
v

)
f

Rozdil hodnot funkei f(a) a
g(a) == f(ao) + f'(ao)[a — ao]

klesa v okolf bodu ag rychleji nez ||la — agl|, tj-

fla)=gla) _ 13, Ll@)=f(ao)=f(ag)la=ao] _ (

lla—aoll a—ao lla—aoll

lim
a—ao

Funkce g se nazyva linearizaci funkce f v bodé ag.

Také to muzeme Fict tak, Ze existuje e > 0 a funkce w definovand na e-okoli po¢éatku soufadnic 0 takov,

ze
lim w(w) =0
u—0
a plati, ze . . . .
flao +h) = f(ao) + f'(ao)[R] + [[h] - w(R)

pro kazdy vektor h € R™ takovy, ze ||h|| < .

Véty o derivaci:

e Pokud existuje derivace f'(ag), pak také existuji derivace %(ao) podle vektoru pro kazdy vektor 4 € R™

a plati, ze
of -
57 0) = f(a0)(d] -
Specidlné, existuji pak vsechny parcidlni derivace g—i(ao), ce a{%(ao) a matice zobrazeni f’(ag) ve
standardni bazi m4 tvar
9T (a0) I (40
8.([,‘1 0) 5vs axn 0 .

(Pro jednoduchost zépisu, budeme ztotoziiovat zobrazen{ a jeho matici ve standardni bézi.)

POZOR: Pouhi existence parcidlnich derivaci jesté nezarucuje existenci (uplné) derivace! Ta je
mnohem komplikovanéjsi objekt. Mame ale tuto postacujici podminku:

e Necht véechny parcidlni derivace aanl’ cee % existuji a jsou spojité na oteviené mnoziné G C R". Pak
n

derivace f'(a) existuje v kazdém bodé a € G.



Definice teéné roviny:

Nechf existuje derivace f’(ag) funkce f v bodé ag. Teénou rovinu ke grafu funkce f v bodé definujeme
jako graf linearizace funkce f v tomto bodg, tj. jako graf funkce g(a) = f(ao) + f'(ao)[a — ap]. Tetnd rovina
ma tedy predpis

z = f(ao) + f'(ao)[a — ao]

Pro piipad dvou proménnych a bodu ag = (29, yo) ma tetnd rovina rovnici

2= f(ao) + 5L (ao) - (& — o) + L (a0) - (y — o) -

P#. Pro funkci f(x,y) = a2y + sin(z — y) v bodé ag = (2,2) uréete derivaci, te¢nou rovinu a thel, ktery
te¢nd rovina svira se zakladnou.

Reseni:

Ze spojitosti parcidlnich derivaci (které vzapéti spocitame) zjistime, ze derivace v bodé ag = (2,2)
skutecné existuje.

Pro ag = (2,2) tedy mame

Ftan) = (5 (e, S tan)) = (1+ coste = ), 2= costir =) an) = (3.1)

Teénd rovina ma rovnici:
2= f(ao) + f'(ao)la — ao] = f(ao) + §L(ao) - (& — o) + %(ao) (Y —wo) =

=4+4+3(x—-2)4+y—2
neboli
r+y—z2=4.
Uhel a € (0, 5) tecné roviny se zakladnou je uréen pomoci norméalového vektoru roviny 7, = (3,1, —1)
a normalového vektoru zékladny iy = (0,0, 1) jako
|7i1 - 7ia] 1 1

cosa = 1 —— = = ;
|72 ]] - [[72]] 2412+ (—1)2-1 V11

tedy

« = arccos ( ) = 72.45° .

1
V11

Definice gradientu: B
Necht existuje f’(ag). Gradient funkce f v bodé ag je takovy vektor gradf(ag) € R™, Ze pro kazdé h € R"
je . -
f'(ao)[h] = gradf(ao) - h

(kde - je standardni skaldrni soucin). Tedy ve standardni bdzi mame

of 8f)

oxy’ " Oy,

e o) =

a proto také gradient i derivaci budeme ztotoziovat.
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Véta o gradientu:

Jestlize gradient v bodé ag je nenulovy, pak jeho smér, tj. vektor %, je smérem nejvétsiho rustu
funkce v bodé ag. Tedy nejvétsi hodnotou, jaké mize nabyt vyraz %(ao) = f'(ao)[h] pro vektor I takovy,
7e ||h|| = 1 je hodnota ||gradf(ao)|| a to pouze pokud & je smérem gradientu.

To je okamzity dusledek Cauchy-Schwartzovy nerovnosti, ktera #ika, ze pro kazdé dva vektory o, w € R"
plati
|0~ | < [[9]] - [|]

a rovnost zde nastava pouze pokud jsou vektory v a @ linedrné zavislé.
Tedy skutec¢né dostavame, ze pokud ||h|| = 1, pak

grad f(ao) - h| < [lgrad f(ao)|| - |Al] = lgrad f (o)l -

9
o (an)| =

Vektor v € R™ je smérem nulového rustu funkce f v bodé ag pravé kdyz %(ao) = 0 (a vektor ¥ je smeér,
t. |7 =1.)

Poznamka: Necht pro funkci f(z,y) existuje gradf(ag) € R® v bodé ag = (x¢,v0) € R%. Pak vektor
U € R3 lezi ve vektorovém prostoru pifslusnému tecné roviné v bodé ag prave kdyz je

—

(gradf(ag),—-1)-U =0,

kde (gradf(ao), ~1) = (4 (a0), 5% (a0), ~1)
Je to proto, ze rovnice tecné roviny ma tvar z = f(ag) + grad f(ag)[a — ag] neboli

Tr — X
(gradf(ag), —1) - Y — Yo =0.
z — f(ao)

Neboli (gradf(ag), —1) je normélovy vektor te¢né roviny (a jejiho pridruzeného vektorového prostoru).

—

Necht je nynf U = (a,3,7) € R3. Necht @ = (a,3) € R? predstavuje vektor z jeho prvnich dvou

—

soutadnic (neboli 7 je projekce U do zdkladny). Pak U le#f v tetné roving prave kdyz

0= (gradf(ao), =1) - U = a- Gl (ao) + 8- G (a0) + v (=1) = f'(ao)[d] — v = Gh(ao) =~

neboli kdyz
Y= %(G‘O)v pro U= (avﬁ)

tudiz vektor U je prosté tvaru

1

U= (12', %(ao)) .

Soucasné si vsimnéme, ze thel ¢ € (fg, fg), ktery svird vektor U = (o, B,7) = (ﬁ, %(ao)) se zékladnou
je pro @ # (0,0) dén jako

Y 1 of J'(ao)[u]

tg(@)=7m=m-%(ao)= E

P#. Pro funkei f(z,y) = zy + sin(z — y) v bodé ag = (2,2) urcete

(a) smér nejvétsiho a sméry nulového rustu.
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(b) derivaci ve sméru @ = (@, —@),

(c¢) vektory U, = (0,1,7) a Uy = (2,1,7) tak, aby lezely ve vektorovém prostoru odpovidajicimu tecné
roviné. Ktery z vektoru ukazuje smérem vétsiho stoupani v tetné roviné?

Reseni:
Z piredchoziho vime, ze f'(ag) = (3,1) .

(a) Smérem nejvétsiho rustu ¥ je smér gradientu (pokud je nenulovy), tj. je to smér dany vektorem
gradf(ap) = (3,1) (konkrétné jde o smér v = ”g%m = V%(3’ 1)).

Smeéry nulového rustu o jsou kolmé ke gradientu, tj. jde o sméry uréené vektory (1,-3) a (—1,3),
konkretni sméry (tj. znormované vektory) tedy jsou

wy = (7\/110’_7\/310) a Wy = (- \/110’ \/310)
(b) Mame
V2
Of Vi i 5
%(GO) = f'(ao)[u] = (3, 1) - s = V2

(c) Potfebujeme zjistit derivace podle vektorn i = (0,1) a iy = (2,1):

%mo) — df(ao)@] = (3. 1)- ( 1

e}
N——
|
—

2
97 (29) = df(ao)ii) = 3, 1) < ) —7

Oty
Vsimnéme si, ze kazdy z vektoru u; a ’LTg m4 jinou délku.
Jde tedy o vektory U; = (0,1,1) a Uy = (2,1,7), které sviraji se zdkladnou postupné ihly @1 a @9
takové, ze
L of

1
t = . =-=1
gle1) la1|| O (ao) 1

T
tg(%)—m'%(ao)—mk 1)

takze vétsi stoupani v tecné roviné ukazuje vektor v Uj.

PF. Pomoci diferencidlu (vhodné funkce ve vhodném bodé) spoététe pribliznou hodnotu vyrazu (1.04)%%%.

Reseni:
Budeme uvazovat funkci
flx,y) =a¥ ="

(pro jednoduchost s definiénim oborem z,y > 0) a najdeme jeji linearizaci g v bodé ag = (1,2). Hodnotu
v bodé a; = (1.04,2.02) pak vyjadifme ptiblizné jako

flar) = glar) = fao) + f'(ao)[R]

kde h = a; — ag = (0.04,0.02).
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Maéme tedy
Flao = (5, o ) a0) = 2.0
takze
. / > 0.04
) = g(ar) = an) + 1)l =1+ 2.0) (075 ) =
=140.08=1.08

(Pro srovndni: pfesnd hodnota zaokrouhlend na 5 desetinnych mist je f(a1) = 1.08245.)

Véta: Necht U je oteviend mnozina v R3, @ : U — R je spojité diferencovatelnd na G. Oznaéme
M ={acU]|®(a) =0}

coz je ziejmeé vrstevnice funkce ®.
Jestlize pro kazdé a € M plati, ze grad®(a) # 0, pak M je implicitné definovand (reguldrn{) plocha.
Tecnd rovina k M v bodé ag = (xo, Yo, 20) € M m4 rovnici

r — X
grad®(ag)- | v—wyo | =0.
zZ— 20

Poznamka: Kazdy graf spojité diferencovatelné funkce f : G — R, kde G C R? je oteviend v R?,
muzeme prirozené chdpat jako implicitné definovanou (regulérni) plochu pomoci funkce ® : G x R — R

@(m,y,z) = f(x,y)—z
protoze
GRAF (f)={(z,y,2) e G xR | z= f(z,y) } ={(z,y,2) €e G xR | ®(x,y,2)=0}

Soucasné vidime, ze normalovy vektor teéné roviny ke grafu funkce f v bodé Ay = (ao, f (ao)) proag € G

erad®(ido) = (52 (o) 57 40), 57 (40)) = (G000 5 0o, 1) 20

je

tedy je nenulovy.

Uhel, ktery sviraji implicitné dané plochy M; a M, je dan jako thel mezi jednotlivymi teénymi rovinami
a ten je zase urcen jejich normalovymi vektory ni a neo, tj. gradienty funkci ®; a ®5. Z moznych dvou
(navzdjem doplikovych) hli mezi te¢nymi rovinami si volime ten mensi. Tento thel a € (0, 5) mé tedy
nezaporny kosinus a je tudiz jednoznaéné urcen jako

iy g
oS = ————— .

(|7 || - []722]

P#. (dhly grafu funkei)
Naleznéte thel, ktery sviraji graf funkce f(x,y) = In(y/22 + 2y2) aplocha M :22% +3y?> +22=2v
bodeé (1,0,7).

Reseni:
Uhel, ktery sviraji implicitné dané plochy M; a My, je dan jako ihel mezi jednotlivymi te¢nymi rovinami
a ten je zase urcen jejich normalovymi vektory nq a no, tj. gradienty funkci ®; a ®5. Z moznych dvou
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(navzdjem dopliikovych) @hli mezi tecnymi rovinami si volime ten mensi. Tento thel o € (0, F) ma

tedy nezdporny kosinus a je tudiz jednozna¢né urcen jako

I (R
cosq = ——— =21
|7 ]] - ||72]|

Treti soufadnice bodu A = (1,0, 7), ktery je na grafu funkce f, je ddna hodnotou f(1,0) = In(1) = 0.
Tedy jde o bod A = (1,0,0). Je dobfe jesté ovéfit, Ze takto urceny bod skutecné lezi v M.
Graf funkce f si zadejme implicitné pomoci funkce

1
(I)l($7yaz> = f(xvy) —Z= §1n($2 + 2y2) —Z.
Plocha M je zadana implicitné funkei
By(x,y,2) =22+ 3y +22 - 2.

Normélové vektory teénych rovin v A = (1,0,0) jsou

T 2y
x2 4 2y%7 22 +2y?’

i, = grad ®;(A) = ( 71)|A = (1,0,-1)

7ig = grad ®o(A) = (41, 6y, QZ)IA = (4,0,0)

|71 -7i2]

Uhel a € (0, %) je dan jako cosa = T TTEsTT = ﬁ = §7 tedy a = 7.

Pi. Najdéte rovnici teéné roviny k elipsoidu M : 22 + 2y + 22 = 1, kterd je rovnobéznd s rovinou
o: dx+2y+2=23.

Reseni:
Pouzijeme vétu o teéné roviné k implicitné definované plose v R3.

V nasem piipadé je ®(z,y, z) = 2% + 29> + 22 — 1 a U = R®. Ziejmé grad®(a) = (2z,4y, 22).

Ovérime si, ze v kazdém bodé ag = (0,¥0,20) € M je skutecné grad®(ag) # 0 (tj. Ze v kazdém
bodé M mdame k dispozici normdlovy vektor teéné roviny grad®(ag)):

Dokézeme to nepifmo: ziejmé grad®(a) = (2z,4y,2z) = 0 pravée kdyz a = (0,0,0). Oviem tento
bod nenf v M, protoze nespliiuje ®(a) = 0.

Normaélovy vektor tetné roviny v bodé ag = (zo, yo,20) € M je tedy préave grad®(ap). Tato rovina
bude rovnobézna s g, kterd ma normalovy vektor n, = (4,2, 1), pravé kdyz

(2x0,4Y0,220) = grad®(ap) = A -n, = X+ (4,2,1)

pro néjaké X € R, tedy (7o, ¥0,20) = (2X, /2, 1/2). Soucasné m4 také platit, ze z3 + 2y2 + 23 = 1. Po
dosazen{ pak dostaneme (2)\)2 +2()\/2)2 4 (1/2)? = 1 tedy A = +2//19.

Hledané te¢né roviny pak musi mit normdlovy vektor n,, tedy rovnici 4z + 2y + z = ¢, kde nezndmé
hodnoty ¢ € R uréime dosazenim spocitanych bodu ag = :I:\/% - (4,1,1), kterymi te¢né roviny musi
prochazet. Vysledek je

dr +2y+ 2z = V19

dx + 2y + 2z = —V19.
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2 Derivace slozeného zobrazeni

2.1 Derivace zobrazeni (s vice slozkami). Jakobiho matice.

Definice: Derivace pro funkei s vice slozkami (fikejme ji obecnéji: zobrazeni) se definuje analogicky jako
pro redlnou (jednoslozkovou) funkei. Tedy:
Necht U C R™ je oteviend mnozina. Derivace zobrazeni ® : U — R™ ve bodé ag € U je takové linedrni

zobrazeni (oznacené jako ®'(ag) : R™ — R™), které je nejlepsi aproximaci zobrazen{ ® v bodé ay v tomto
smyslu:

i 1 9(0) = @(a0) = @' (a)fa — ao] |

a—rao lla — ao|

=0

kde jsme v ¢itateli vyrazu pouzili normu (v R™), coz je ekvivalentni tomu, Ze vyse uvedend limita plat{
v kazdé slozce vyrazu v ¢itateli. Upfesnéme, co se tim mysli:
Necht jednotlivé slozky zobrazeni jsou funkce f; : U — R™, i =1,...,m, tedy

(@) = (f1(a)s-. .. fm(@)) pro acU

pak vysSe uvedend limita plati pravé kdyz

t=0 pro i=1,...,m

_fie) = flan) = (#'(ao)la o)

a=a lla = ao

kde (@’(ao)[a - a0]> ~je i-ta slozka vektoru ®(ag)[a — ao).
7

Také to celé muzeme Fict tak (jako u jednoslozkové funkee), ze pro linedrni zobrazeni ®'(ag) plati:

®(ag + h) = ®(ao) + @'(ao)[h] + o(|I1])

Véta o existenci derivace: Necht U C R” je oteviend mnozina. Necht ® = (f1,..., fm) : U — R™ je
takové zobrazeni, ze vsechny slozky f; : U — R™ jsou spojité diferencovatelné (fikdme pak, ze ® je spojité
diferencovatelné, neboli tifdy C'). Pak pro a € U existuje derivace ®'(a) a jeji matice (ve standardni bézi)
typu m X n je

grad f1(a) % (a) ... ga{i (a)
(1)’((][) = : — : . .
gl“dd fm, ((1) %LI':I ((1) - %T ((],)

kde opét ztotoziujeme linedrn{ zobrazeni s jeho matici (nazyvanou Jakobiho matice).

P¥. Najdéte derivaci zobrazeni g : R? — R3, g(z,y) = (z, zy, 2% +y?) v bodé ag = (0,1).

Reseni:
%91 991
Or 0y 1 0 10
o o)
Jay)=| 3 L |=l v = = J0O)=[10
045 Ous 2¢ 2y 0 2
ox oy

kde g;(x,y) jsou jednotlivé slozky zobrazeni g.
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2.2 Derivace slozeného zobrazeni. Retézové pravidlo.

Véta o derivaci sloZzeného zobrazeni: Necht U C R" a V' C R™ jsou oteviené mnoziny (v piislugnych
prostorech). A méjme zobrazen{

v 2 v L Rk
IN IN
R" R™

se slozkami ® = (f1,..., fm) a U = (g1,...,9k)-
Jestlize existuje derivace ®'(a) v bodé a € U a derivace ¥’(b) v bodé b = ®(a) € V, pak existuje derivace

(\If o @)I(a) a plati:

a maticové zapsano je to:

, 2ub) ... H() @) .. ()
(voo)@=| + - S
B0 e f0) ) @ o @

kde opét ztotoznujeme linearni zobrazeni s jeho matici.
Konkrétné, pro i-tou slozku W o ®:

(\IIOCI))i(xl,...7xn) =(g; 0 ®)(x1,...,2n) :gi(fl(xl,...,mn),...,fm(xh...,xn))

z tohoto vyplyva tzv. fetézové pravidlo (coz je jen piepis maticového ndsobeni) a to ve tvaru

) JL 5 '1) m aJL df/
oy Z OW 0r7 (@)

P#. Urcete derivaci funkce F(r,¢) = f(rcos¢,rsinyp), kde f : R? — R je spojité diferencovatelnd funkce.

Reseni:
Na funkci F' pouzijeme % a % ¢imz podle Fetézového pravidla dostaneme

9L = D (f(rcosp,rsing)) = 2. LT;?” + %’; . 78“;?80) = cosp 3L+ sing %
9E — L (f(reosp,rsing)) = 5L 78(7"52,899) + % 73”521“’) = —rsinp 3L+ rcosp 3L
Tedy

of . of . Of

OF OF of
): (cosap%—i—smgo 37/’ —Tsmgoa—i—rcosap a—y)

4 - -
F(T7SD)_(8T? aw

2.3 Veéta o implicitni funkci

Véta o implicitni funkci (dvou proménnych):
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Necht funkce ® je spojité diferencovatelnd az do k-tého fadu na oteviené mnoziné G C R3. Necht pro
(0, Y0, 20) € G je ®(x0,Y0,20) = 0 a 22 (z0,yo,20) # 0.

Pak na né&jakém okoli U C R bodu (zg,y0) € R? existuje funkce z(x,y) : U — R, kterd je spojité
diferencovatelnd az do k-tého radu takovd, ze ®(z,y, z(x,y)) =0 a z(xo,yo) = 20-

Dale plati, ze

0z (20, 90) = 22 (0,0, 20) 0z (20,40) = 5 (0, 0, 20)
——(To,y0) = — 55—~ xo,yo) = — oy~ 7
O ?9%(170,210720) dy~ %(x()ay()aZO)

takze normélovy vektor k teéné roviné v bodé (zg, yo, 20) na grafu funkce z = z(z,y) je

82 82’ 87q>({,17(),y0720) gj(l‘my()vz())
ﬁ: (*(330790), 7(3304/0)7 _1> = (_ Oz s T 4 5 _1)
Ox O %(xo,ymzo) ‘Z)—‘f(xo,yo,z())
a tedy i jeho nenulovy nasobek
d d d
grad®(zo, yo, 20) = (%(zo,yo,zo)’ %(zo,yo,zo)’ %(zo,yo,zo)>

je normdlovym vektorem k tecné roviné v bodé (xg, yo, 20)-

Diisledek (Véta o implicitnich plochdch): Necht U je oteviend mnozina v R?, @ : U — R je spojité

diferencovatelnd na G. Oznaéme
M={acU]|®(a) =0}

coz je ztejmé vrstevnice funkce P.

Jestlize pro a € M plati, 7e grad®(a) # 0, pak existuje okoli U.(a), ze U.(a) N M je grafem néjaké hladké
funkce v nékterych dvou proménnych.

Tedy M vypadé lokalné jako graf funkce v néjakych dvou proménnych a proto ji muzeme nazvat
(implicitné definovanou) plochou.

Tecnd rovina k M v bodé ag = (zo, Yo, 20) € M mé rovnici

r — X
grad®(ap)- | y—wo | =0.
Z— 20

P#. (derivace implicitni funkce)
Spocitejte derivaci funkce z(z,y), kterd je Fesenim rovnice x +y + 2% — e* = 0 v okoli bodu (¢, Yo, 20) =
(2,—1,0).

Reseni:

Funkci z(x, y) opét neumime néjak jednoduse explicitné vyjadrit, ale i tak muzeme zjistit jeji parcidlnf
derivace. Na obé strany rovnosti pouzijeme % a 6%’ pricemz vyuzijeme fetizkové pravidlo (z je zavislé
na proménnych x a y):

_00 _ Oty +wy) -V 02 0z
0=5-= o R M
20 y) — (@)
02@23(I+y+2 (z,y) —e ):1+22%762%

Oy dy % %y

a odsud si parcialni derivace vyjadiime:

0z 1

dr  e* — 22
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0z 1

87;_62—22

Ziejmé pro (zo,y0,20) = (2,—1,0) je e* — 22y = 1 # 0, takze derivace 2'(z,y) = (%,2—5) je
definovéna na néjakém okoli bodu (xg,y0) = (2, —1). Konkrétné je 2'(2,—1) = (1,1).

Poznamka: V derivovdni muzeme dile pokracovat a ziskat tak parcialni derivace vyssich radu a
specidlné i matici druhé derivace (tyto pojmy viz dale). Zde pouze provedeme vypocet:

92~ O -

e? —2z T (er—22)2 0x  (er —22)3
a ze symetrie zadani pak mame

0%z 8( 1 )_ e —2 0z e —2

0%z 0%z e* —2

Oxdy - a2 (er —22)3

(2, -1) = ( L >

Specidlné mame

2.4 Transformace diferencialniho vyrazu

Nekdy potiebujeme vyjddiit néjaky vyraz (piipadné rovnici) v jinych souradnicich. Co se tim pfesné mysli:

Predstavme si to tak, ze v R? “zije” funkce f (tj. f:R? — R). Prostor R? (nebo jeho ¢dst) mtizeme ale
popisovat také pomoci jinych (kiivocarych) souradnic ® : G — R?, kde G C R? je vhodnd mnozina. Je to
podobné, jako kdyz néjaké tizemi na Zemi zachycujeme na ruznych mapach. A stejné jako néjaké oblast na
Zemi vypadd na ruznych mapéach vzdy trochu jinak, stejné tak se funkce f vyjddiend pomoci souradnicového
popisu ® bude také pokazdé jevit jinak (ptjde totiz o funkci fo ® : G — R). Jak je vidét, i pfes slozeni
funkce f se zobrazenim ®, jde vlastné poiad o tentyz “objekt”, tj. tutéz “funkci” na prostoru R2.

Pokud nyni funkci

f:R* =R
pritadime napf. nésledujici odvozenou funkci
> of Of o
=z —y—:R* =R
! “Tay You

(popsanou kartézskymi soufadnicemi), pak chceme védét, jak bude vypadat odpovidajici pfitazen{ pomoc{
transformace @, kdy funkci
F:=fod®: G-—-R

pfifazujeme odpovidajici funkci

- (af of

F=fod= xay—yax>o<1>: G—-R.

Posledné zminénou funkci F ovsem chceme vyjadfit pomoci derivaci funkce F podle novych soufadnic
(podobneé jako f byla vyjadrena pomoci parcidlnich derivaci funkce f).

Doplnéni: Transformace soufadnic je bijektivni zobrazeni. Pro diferencovatelnou transformaci, pak
pozadujeme, aby definiéni obor i obor hodnot byly obé oteviené mmnoziny a inverzni zobrazeni bylo také
diferencovatelné.
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Pr. Transformujte vyraz xg—’yc — y% pomoci polarnich soufadnic:

®: (0,+00) x (0,27) — R2\ {(,0) | z > 0}

(rp) = (z,y)

kde
T =TCosp

y=rsing .

Reseni:
of oF

D(r,p) a F(r,p) = f(x,y). Vezmeme si tedy rovnost
F(r,¢) = f(rcose,rsing) .

Ze vztahu
F=fod

(a diferencovatelnosti zobrazeni f a ®) plyne, ze v bodé a = (r, ¢) bude

F'(a) = f(2(a)) 0 @'(a)

(coz je slozeni linedrnich zobrazeni) neboli

Oz Oz
or ory _ (o ory (T %)
or’ dp) \ox’ 0Oy oy ox |

or %)

“\ oz’ oy

(8]" 8f> cosp —rsing
sing  rcosg
Odsud vypocitdme napi. invertovanim matice

—rsinp

(20 00y (o omy [ _
0z 9y or " ¢ sin T COS

- OF OF cosp sing
S\ or’ 9p

sin ¢ cos ¢
T r

nebo analogicky vyndsobenim rovnic tak, abychom ziskali vyraz cos? ¢ + sin® p = 1, 7e

of _ oF _  sing OF
9w — 0S¥ G r ¢
of _ i OF cosg OF
oy SI@ 5. + T Op

Takze po dosazeni (a vyjaddieni z a y pomoci r a ¢) dostdvame

of of ( OF  cosyp BF) . ( OF singp 8F> OF
z = rcosp — | —rsingp — =

l’%_?’% SY G r Oy O B T Ty dp ) Op

Potfebujeme vyjadrit hodnoty %(x, y) a 6,7!(:1:7 y) pomoci hodnot a %—f(r, ) a e (r, ), kde (z,y) =
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3 Parcialni derivace vyssich fadi. Druha derivace. Hessova matice.

3.1 Parcialni derivace vyssich radi.

Definice: Parcidlni derivace vyssich fadu funkce f : U — R (kde U C R™ je oteviend mnozina) v bodé

a € U definujeme induktivné jako
ok f 0 oFLf
@:= 5o ( )@

83%‘1 PN 8xik a(IJZ‘l 83%‘2 N 8$ik
kde of._ of a k € N. Dale se zavadi zkracené znaceni of._ _9°f a podobné pro vyssi derivace

3.2 Druha derivace. Hessova matice.

Definice druhé derivace: Jestlize v kazdém bodé a € U existuje derivace f’(a), ziskdme zobrazeni
f'r U — R
9 9
o = fla)= (@ 2w)

Pokud nyni v ag € U existuje derivace

. 52 o?
grad aa—ggl(ao) 8715((10) azné{ml (a0)
(f) (ao) = : = : : (=4)
o a2 2
grad W{l(ao) #(JT%(CLO) e ng(GO)

nazyvame tuto (¢tvercovou) matici Hessovou matici a druhou derivaci f”(ag) definujeme jako bilinedrn{
zobrazeni

#"(ap) : R* x R" - R

f(a)[@,v] =a" -A-¥ pro @, 7€R"
Obvykle ndm ale staéi pracovat s kvadratickym homogennim polynomem (tzv. kvadratickou formou)

QI[h] := f"(ao)[h,h] pro heR".

Posta¢ujici podminka existence druhé derivace: Jestlize funkce f : U — R je tiidy C? (neboli:

2
vSechny druhé parcialni derivace 03 éfczz- proi,j =1,...,n existuji na celé mnoziné U a jsou zde spojite) pak

f"(a) existuje pro a € U a odpovidajici Hessova matice je symetrickd.
3.3 Taylortav polynom

Definice Taylorova polynomu #adu 2: Necht f je funkce z R” do R a ag vnitini bod jejiho definiéniho
oboru. Taylortuv polynom fddu 2 (pro bod ag a funkei f) je takovy polynom T3 : R™ — R stupné nejvyse 2,
ktery nejlépe aproximuje funkci f v okoli bodu a¢ v tomto smyslu

flao + h) = To(ao + k) + o([[1]]?)

tedy
m f(ao + h) : TQ(CLO + h)
h—0 |72

Tento polynom je jednozna¢né urceny (pokud existuje).
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Existence a tvar Taylorova polynomu fadu 2: Jestlize existuje f”(ag), pak existuje i Tayloruv
polynom fadu 2 (pro bod ag a funkci f) a je tvaru

Ty(ao + ) = flao) + £/ (ao)l] + 5" (ao) )
kde h € R".

P#. (Tayloruv polynom)
Najdéte Tayloruv polynom druhého tadu pro funkci f v okoli bodu ag:

(1) f(x7y) = x3 + y3 - 31797 ag = (15 _1)a
(i) f(x,y,z) = ze¥cosz, ag = (0,0,0).

Reseni:
(i) Mdme
f'(ao) = (32® — 3y, 3y* — 3z)|4, = (6,0)
a
1 ([ 6z =3 _ 6 -3
ro= (4 2). (4 )
Tedy

a0 =+ 60 (1 ) down (8 22) (1)

=3 4 6hy + 3h3 — 3hihy + 303

kde h = (hy, hs) € R2.
(ii) Podobné dostaneme:

f'(ag) = (&Y cos z, xe? cos z, —xe? sin z) 4, = (1,0,0)

0 eY cos z —eYsinz 0 1 0
I (ag) = eYcosz  weYcosz —xeYsinz =110 0
—eYsinz —zeYsinz —xeY cosz lao 0 0 0
Tedy

TQ(CLO + E) =hy + hiho
kde h = (hy, ho, hs) € R3.
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