MAZ2 - 3. konzultace
1 VysSetrovani extrémiu

Déle se budeme zabyvat vySetfovanim extrému realnych funkei a to v nasledujicich typech tloh:

e hledani lokdlnich extrému funkce f na oteviené mnoziné U.

e hledani absolutnich (globdlnich) extrému funkce f na uzaviené (a obvykle také omezené) mnoziné M.

Definice extrému: Funkce f: G — R, kde G CR"™, méd v bodé ag € G

e (globdlnt) minimum na G < pro kazdé a € G je f(a) > f(aop)

e (globdlnt) mazimum na G < pro kazdé a € G je f(a) < f(ao)

o [okdlnd minimum < existuje € > 0 takové, ze pro kazdé a € U-(ag) N G je f(a) > f(ap)
(neboli: v bodé ag (globalni) minimum na U.(ag) N G pro né&jaké € > 0)

o lokdlni maximum < existuje € > 0 takové, ze pro kazdé a € Uc(ag) NG je f(a) < f(ap)
(neboli: v bodé ag (globaln{) maximum na U.(ag) NG pro néjaké € > 0)

Globélni (resp. lokdln{) minima a maxima se souhrnné nazyvaji extrémy (opét lokaln{ nebo globdlni). A
déle, pokud jsou ve vySe zminéné definici nerovnosti dokonce ostré (pochopitelné pro body a rtzné od ayp),
fikame, ze dany extrém je ostry.

Pozorovani: Kazdy globdlni extrém (na dané mnoziné) je také lokdlni extrém.

1.1 VysSetfovani lokalnich extrému na otevienych mnozinach
Véty, které ted budou popisovat nutné nebo postacujici podminky pro existenci extrému funkce vice proménnych,

jsou analogické piipadu jedné promeénné.

Nutna podminka pro lokdlni extrém na oteviené mnoziné: Necht pro funkci f : U — R, kde
U C R"” je oteviend mnoZina, existuje v bodé ag € U (uplnd) derivace f'(ag). Jestlize je v ag lokéln{ extrém,
pak f/(a(]) = (07 BRRE) O)

Bod a € U, ve kterém je f'(a) = (0,...,0), se nazyva staciondrni bod funkce f.

Co je definitnost bilinearni formy: Symetricka bilinedrni forma @ : R™ x R™ — R se nazyva
o pozitivné definitni <= pro kazdy vektor 0 # h € R™ je Q[E, m > 0.

e negativné definitni <= pro kazdy vektor 0 # heR" je Q[}_i, i_i] < 0.

-,

o indefinitni <= existujf vektory &, k € R" takové, ze Q[ﬁ7 f_ﬂ >0a Q[E, k] < 0.

Kazda symetrickd bilinedrni forma @ : R™ x R™ — R je popsana svou matici A ve standardni bézi, tj.
Qlh k) =hT Ak
pro vSechna E, k € R". Tato matice A je symetrickd, tedy AT = A (zde (-)T znamend transponovéani dané

matice).

Postaéujici podminky pro lokalni extrém na oteviené mnoziné: Necht funkce f : U — R je
t¥idy C? na oteviené mnoziné U (tedy m4 spojité viechny druhé parcidlni derivace na U). Necht ag € U je
stacionarni bod funkce f (tj. f'(ag) = (0,...,0)). Jestlize



e f"(ag) je pozitivné definitni = v bodé ag je (ostré) lokdlni minimum.
o f"(ag) je negativné definitni = v bodé ag je (ostré) lokdlni maximum.
o f"(ag) je indefinitni = v bodé ag NENI lokaln{ extrém.

V poslednim pifpadé fikdme, Ze v ag je sedlovy bod (tj. pokud ag je staciondrni a f”(ag) je indefinitni).
Tento nazev je odvozen z toho, ze pfi pruchodu bodem ag po piimkédch v ném méme v néjakém sméru lokaln{
minimum a v néjakém jiném zase lokalni maximum.

Abychom mohli snadno rozeznévat definitnost forem, bude se ndm hodit nésledujici kritérium. Pfedtim
si jesté zavedme toto znaceni:

Pro ¢tvercovou matici A € R™*"™ pro ¢ = 1,...,n oznatme A; determinant matice typu ¢ X ¢ vzniklé z
prvnich i sloupcu a prvnich ¢ fadku z matice A. (Determinanty A; se nazyvaji hlavn{ minory matice A.)

Sylvestrovo kritérium (definitnosti symetrickych forem): Nechf symetrickd bilinedrni forma Q
je popsédna symetrickou matici A € R™*". Pak @ je

e pozitivné definitni <= pro kazdé i =1,...,n je A; > 0.
e negativné definitni <= pro kazdé i = 1,...,n je sgn(4;) = (—1)"
(neboli: hlavni minory stfidaji znaménka, pricemz PRVNI je ZAPORNE.)
Pokud je jesté navic det(A) # 0, pak Q je

e indefinitni <= nen{ pozitivné ani negativné definitn{ (tj. nenastane ani jeden z pfedchozich dvou
znaménkovych piipadu).

Postup pii hledani lokdlnich extrému funkce f na oteviené mnoziné U bude tento:
e najdeme stacionarni body a € U (protoze f'(a) = 0 je nutna podminka );

e ddle pak vysetifme definitnost f”(a) v téchto bodech.

P#. (lokdlni extrémy)
Naleznéte lokalni extrémy (a sedlové body) funkef

() f(z.y) =2°+y* — 3ay,

2
(ii) f(%y’z)=93+i’7+§+§pro x,y,2 > 0.

Reseni:
(i) Funkee je polynom a tedy mé derivace vech fddu. Nutnou podminkou pro extrém v daném bodé je
nulovost prvni derivace.

fl(xvy) = (3.%2 - 3ya 3y2 - 31’)

Tedy f'(z,y) = 0 pravé kdyz 2 = y a y? = z, coz je pravé kdyz (z,y) = (0,0) nebo (x,y) = (1,1).
V danych (kritickych) bodech dédle vySetiime druhou derivaci:

f”(fcﬂ) = ( EJ; gj ) .
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e Pro (z,y) = (0,0) je f”(0,0) = < _03 _03 > Tedy pro h = (h1,h2)T € R? je

7(0,0)[h, h] = —6hy1hy

a tato forma nabyvé libovolnych hodnot (je indefinitni). V bodé (0,0) je tedy SEDLO.
e Pro (z,y) = (1,1) je f"(1,1) = ( _63 _63 ) Podle Sylvestrova kritéria (A; = 6 > 0, Ay =

36 —9 = 27 > 0) je forma pozitivné definitni a tedy v daném bodé je (lokdlni) MINIMUM. Toto
minimum ale nenf globalni, protoze funkce nenf zdola omezena (lze vzit napt. zizZeni f(x,0) = z?).

(ii) Nutnou podminkou pro lokalni extrém v daném bodé je nulovost prvn{ derivace:
2 2 92z 2
: (Y oy P2 2

Tedy f'(z,y,2) = 0 pravé kdyz y? = 422 a y® = 2222 a y = 2°. Resen{ pro z,y,z > 0 je pouze

(x,y,2) = (%, 1, 1).
Déle vysetfime druhou derivaci.

o 0
2
e =| ~f Ht% -
A
Pro (z,y,2) = (5,1,1) je

4 -2 0

Gy =( -2 3 -2

0 -2 6

Podle Sylvestrova kritéria (A; =4 >0, Ay =12—-4=8>0, A3 =72—16—24 = 32 > 0) je forma
dand druhou derivaci pozitivné definitni a tedy v daném bodé je lokalni MINIMUM.

1.2 Vysetrovani globalnich extrémi na uzavienych mnozinach

V této ¢dsti budeme pracovat s uzavienymi mnozinami G C R"™, které budou obvykle i omezené (tj. existuje
K >0,z GC(—K, K)* neboli G se vejde do dostatecné velké krychle.) Tyto mnoziny budou casto také
zadany néjakou implicitni vazbou.

Véta o nabyti obou globdlnich extrémiu: Spojitd funkce f : M — R na uzaviené a omezené mnoziné
() £ M C R™ nabyvé svého minima i maxima (tj. existuji a1,as € M, ze v a1 je globdlni maximum a v ay
je globdlni minimum f na M).

Véta o nabyti globalniho minima: Necht f : M — R je spojita funkce na uzaviené mnoziné M C R"™.
Necht déle plati
VMneNTK>0)VaeM) la|>K= f(a)>n

(tj. jestlize se s bodem a vzdalujeme od poéatku, jde hodnota f(a) do plus nekoneéna).
Pak funkce f nabyva na M svého globalniho minima.
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Nutni podminka pro vdzany lokalni extrém (Véta o Lagrangeovych multiplikdtorech):

Necht U C R” je oteviend mnozina a f,g; : U — R, i = 1,...,k jsou spojité diferencovatelné funkce.
Polozme .
M:ﬂ{a€U|gi(a):0}
i=1

(funkce g; se nazyvaji vazby).
Necht ag € M je bodem lokalniho extrému funkce f zizené na M. Jestlize vektory

grad g1 (ag), ..., grad gg(ag) jsou linedrné nezdvislé

pak existuji A1,..., Ax € R (tzv. Lagrangeovy multiplikdtory), ze

k
grad f(ag) = Z i - grad gi(aop) -

i=1

Alternativni znéni:
Necht M je vyse uvedeného tvaru a plati uvedens linedrni nezavislost (v bodé ag € M). Oznaéme si tzv.
Lagrangeovu funkci L : U x R¥ — R tvaru

k
L(z1,...,xn, b1, ..., 0) == f(xl,...,xn)fz&ogi(xl,...,xn) .
i=1

Jestlize a € M je bodem lokdlniho extrému funkce f ztizené na M, pak existuje A = (A1,...,\;) € RF, Ze
oL oL 0L oL
L(a )= 2=, iy, = =(0,...,0
(@) (83:1 0w, 00y aek)w) ( )
tedy plati
k
oL of 9g; .
0=——->(©,\) = ——(a) — A =1,...,
2, @9 = 5, (@~ LA @ pro 0
oL
0:%(a,A)=gj(a) pro j=1,... k.

(neboli: Jestlize a je lokdlni extrém f na M (a plati linedrni nezévislost), pak pro néjaké A € R* je (a, \)
staciondrnim bodem funkce L.)

Poznamka: Jestlize vyse zminénd linearni nezavislost plati v kazdém bodé a € M, pak se mnozina M
nazyvé varieta (angl. manifold) a je mozné ji pfifadit dimenzi - pomoci véty o implicitni funkei - a sice
dim M = n — k. Dimenze tak odpovidd dimenzi n puvodniho prostoru R™ sniZzenou o pocet k nezdvislych
vazeb danych funkcemi g1, ..., gk.

Te¢ny prostor k této varieté M v bodé ag je pak kolmy ke vSem vektorum grad g;(aop),...,grad gi(ao)
a nase Lagrangeova véta tak fikd jen to, ze v piipadé lokdlnfho extrému funkce f v bodé ag je grad f(ag)
kolmy k mnoziné M v bodé ag (tj. kolmy k tetnému prostoru mnoziny M v bodeé ag).

V jednoduchém pifpade, ze M je implicitné definovand plocha v R? (neboli vrstevnice funkce g) musf byt
gradient funkce f kolmy k této plose (pokud je v daném bodé lok. extrém). To si lze dobfe piedstavit tieba
kdyz f je gravita¢ni potencial a grad f jeho gravitacni silové pole pusobici na bod, jehoz pohyb je vazany na
néjakou plochu (zadanou pomoci g). Pak se muzeme ptdt, kde jsou na plose mista s rovnovdznou polohou
(stabilni = lokéln{ minimum f, labiln{ = lok&ln{ maximum f).

Dilezitd poznamka: Ve vété o Lagr. multiplikdtorech je otevienost mnoziny U (v definici mnoziny M)
podstatna! Mnozina M je vzdy v blizkém okoli bodu ag € M vpodstaté "rovnd” a my se na ni divdme jako
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kdybychom pracovali ve skuteéné rovném prostoru R”~*. V rdmci néj uz umfme vysetiovat lokaln{ extrémy
pomoci ”klasického” derivovani a k nému pravé potiebujeme, abychom kolem bodu ag méli dost prostoru
(neboli: aby ag byl v jistém smyslu ”uvniti” mnoziny M).

Postup pii hledani absolutnich (globdlnich) extrému funkce f na wzaviené (a obvykle také omezené)
mnoziné M bude tento:

¢ pomoci nutnych podminek (obvykle to jsou Lagrangeovy multiplikdtory) vyloucime ty body, kde urcité
extrémy nejsou;

e ve zbylé mnoziné podezielych bodu (obvykle malé) srovndme jejich funkéni hodnoty, ze kterych
vybereme nejvétsi a nejmens;

e jestlize vime, Ze obou extrému musi byt nabyto, pak jsou to pravé predchozi nalezené nejvétsi a
nejmensi hodnoty v podezielych bodech;

e pii hledani pouze globalniho minima podstupujeme obdobné - tj. hleddme nejmensi hodnotu mezi
podezielymi body;

e Dulezité: zde nepotfebujeme pouzivat druhou derivaci! (Ostatné, globdlnost piipadného extrému ndm
tato druhd derivace stejné nemuze potvrdit.)

Poznamka: Necht M m4 tvar z Lagr. véty. Jestlize néjaky bod a € M nespliiuje podminku o linedrni
nezdvislosti grad gi(a),...,grad gx(a), zafadime ho automaticky mezi podezielé body. Obvykle takovych
bodu neni mnoho, piipadné funkce je na nich ”uchopitelnd”. Proto pfi aplikaci Lagr. véty vlastné vzdy
ovérujeme, jestli vSechny body z M spliiuji uvedenou podminku pro linearni nezavislost. Pokud ano, vazbam
g1, - - -, gk se pak rika nezavislé.

P#. (vézané extrémy)
Najdéte nejmensf a nejvétsi hodnoty funkce f(x,y) = x —y + 3 za podminky 322 + 5xy + 3y? = 1.
Nagrtnéte utvary uréené témito vazbami.

Reseni:

Hledédme absolutni extrémy funkce f(z,y) =z — y + 3 na mnoziné
M ={(z,y) €U | g(x,y) = 0}

kde U = R? (je tedy oteviend) a g(x,y) = 322 + bay + 3y? — 1.

e Ovéfime, Ze soubor o jednom vektoru grad g(a) je linedrné nezdvisly pro kazdé a € M. Neboli,
potiebujeme, aby grad g(a) # (0,0) pro kazdé a € M:
Protoze

grad g(z,y) = ¢'(z,y) = (696 + 5y, 5r + 6y)
tak ¢'(x,y) = (0,0) pravé kdyz (z,y) = (0,0). Bod (0,0) ale neni v M, takze v kazdém bodé
a € M e g'(a) £ (0,0).

e Jestlize a = (x,y) € M je globédlni extrém f na M, pak je také lokdlni extrém na M. Z
Lagrangeovy véty proto mame, ze existuje A € R takové, ze

(1,-1) = f'(a) = A ¢/(a) = A(62 + 5y, 50 + 6y)
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322 + 5ay + 3y° = 1.

Jelikoz z rovnic plyne, ze A # 0, dostdvdme rovnici 6z + 5y = + = —(5x + 6y). Odsud plyne
x = —y a po dosazeni do vazby ziskdme kandidaty na extrémy:

(1,-1), (-1,1)

s hodnotami

f(1,-1) =5, f(-1,1)=1.

e Potfebujeme jesté zjistit, zda mnozina M je vibec omezend (uzavienost M plyne snadno z toho,
7e M = g—*({0}), neboli Ze je to vzor uzaviené mnoziny {0} pii spojitém zobrazenf g).
Doplnénim na ¢tverec
5\ 1
1=3224+52y+3y°=3(z+-y | +—y°
6 12
zjistime, Ze jde o omezenou mnozinu (konkrétné o (natocenou) elipsu). To lze zjistit i z toho, ze

kvadraticks forma .
)(2)

e Spojitd funkce f tak na uzaviené a omezené mnoziné M skutetné nabyva svého maxima v bodé
(1,—1) a minima v bodé (—1,1).

[SENICH

Q(z,y) = 32° + bay + 3y* = (z,y) ( .
2

je pozitivné definitn{ (napf. pomoci Sylvestrova kritéria).

32 /3 28 26 24 22 -2 18 16 14 12 -1 08 0B 04 020 C2 04 0% 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 2

0.2

Poznémka: Uloha je ekvivalentni tomu, kdyz méme najit na implicitné zadané kiivce M : 3z2 + 5zy + 3y2 = 1 body,
kde tecna piimka je rovnobézna s ptimkou x —y + 3 = 0.

Pi. (vdzané extrémy na uzaviené mnoziné s vnitikem a po ¢dstech hladkym okrajem)
Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnoty funkce f(z,y) = 3zy na mnoziné

(a) M: 2?2 +y?><2.
(b)y M: z(z—1)<y<O0.
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Nagrtnéte tyto mnoziny.

Reseni:
(a) Mnozina M je kruh o poloméru v/2 a stfedem v pocéatku. Pifklad rozdélime na vysetieni (volného)
extrému na vnittku mnoziny M, tj. na oteviené mnoziné

M°: 2 49%<2
a vazaného extrému na hranici
OM : x°4y*=2
kterou mame vyjadienu pomoci (jediné) diferencovatelné vazby.
Extrém na M°:

Jestlize globdlni extrém a = (x,y) lezi v M°, je soucasné také lokalni a tedy musi platit, ze

f'(z,y) = (3y, 3z) = (0,0)
coz nastavé pravé kdyz (z,y) = (0,0). Tento bod patii do M°. Mdme tedy zatim jediny bod, kde by
mohl byt extrém.

Extrém na N = OM: Funkci vySetifme na kruznici N : 22 + y? = 2 neboli na mnoziné

N ={(z,y) €U | g(z,y) = 0}

kde U = R? je oteviend mnozina a g(x,y) = 22 + y* — 2 vazgbové funkce.
Podle metody Lagrangeovych multiplikdtoru pro extrém a = (x,y) na N existuje A € R, ze

(3y, 3z) = f'(a) = Ag'(a) = X~ (230, 2y>

2?4+ =2.

Ani jedna z proménnych nemuze byt nulova, takze mame £ = %)\ =2 tedy 2% = 92 neboli z = +y.
Dosazenim do rovnice kruznice dostaneme kandidaty na extrémy:

(*171)7 (Lfl)a (171)7 (717*1)

s odpovidajicimi hodnotami

F-11)=f(1,-1) = -3, f(L.1)=f(-1,-1) =3
Mnozina M je uzaviend a omezend mnozina a spojitd funkce f tak na M nabyva svého maxima a
minima.
Porovnanim hodnot podezielych bodu dostdvame, ze funkce nabyva svého MAXIMA v bodech (1, 1)
a (—1,—1) a MINIMA v bodech (—1,1) a (1,-1).

(b) Mnozina M je vymezena parabolou y = z(x — 1) a osou x. Piiklad rozdélime na vysetieni
(volného) extrému na vnitiku mnoziny M, tj. na oteviené mnoziné

Me: zxz—-1)<y<0
a vazaného extrému na hranici
(y=22—2 & 0<ax<1) Vv
V (=0 & —-0<z<1)

oM :
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kterou ale nejde vyjadiit pomoci jediné diferencovatelné vazby. Vazbami jsou dvé kiivky (¢dst paraboly
a usecka). POZOR: tyto dvé vazby ale NEPLATI soucasné! Kazda vyjadiuje JINOU ¢ast okraje! To je
vidét i z toho, ze pouzivame logickou spojku “NEBO”, nikoliv “A”.

Extrém na M°:

Jestlize globdln{ extrém a = (x,y) lezi v M°, je soucasné také lokdln{ a tedy musi platit, ze

f’(a:,y) = (3]/, 35(}) = (070)

coz nastdva pravée kdyz (z,y) = (0,0). Tento bod ale nepati{ do M°. Zatim tedy zddny podeziely bod
nemame.

Extrém na OM:

Funkci vySetiime na jednotlivych ¢astech hranice. Protoze hrani¢ni kiivka se d4 dobie parametrizovat,
pouzijeme misto Lagrangeovych multiplikatora tento postup:
(1) Pouzijeme pfirozenou parametrizaci ¢asti paraboly bez koncovych bodu

My: y=a2*>—2 & z¢€(0,1)

o(x) = (x,2* —2), 2 €(0,1) .

Pokud a = p(z¢) € M1 je bodem extrému f na parabole, pak je tg extrémem funkce f o ¢ a tedy mus{
byt (f o ¢) (xg) = 0. Tuto dvahu ovéem muzeme udélat pravé jen proto, ze xg je VNITRNIM bodem
intervalu (0,1). Z tohoto davodu MUSIME pii vysSetfovani ¢dsti paraboly vynechat jeji koncové body,
kde navazuje na usecku (tyto koncové body automaticky zafadime do podeztelych bodu).

Budeme tedy vysetiovat funkci

g(z) == f(p(x)) = f(z,2* —z) = 32(2* —x) = 3(2®> —2?) pro =z € (0,1).

Méme ¢'(x) = 3(32% — 2x) = 32(3z — 2) = 0, coz je pravé kdyz x = 2 € (0,1) (pifpad x = 0 nelezi v
intervalu (0,1)). Dostaneme tak podezfely bod (%, (%)% — 2) = (2, —%3).

(#i) Funkci na dalsi édsti hranice a sice na tsec¢ce bez krajnich boda
My:y=0 & x€(0,1)

muzeme vySetfovat obdobné, ale zde snadno vidime, ze pro vSechny body a € Ms je f(a) = 0, takze
nemuzeme zadny z nich vylouéit. Proto celou My zafadime mezi podezielé body.

(#it) A konecéné body, kde se kiivky napojuji, tj. (0,0) a (0,1), zafadime mezi podezfelé automaticky.

Mnozina M je uzaviend a omezend mnozina a spojitd funkce f tak na M nabyva svého maxima a
minima.

Porovnanim hodnot podezielych bodu dostdvame, ze funkce nabyva svého MINIMA v bodé (%, —%)
}s( hoC;noto;l f(3,—5) = —5) a MAXIMA ve viech bodech tsecky (z,0) pro 0 < z < 1 (s hodnotou

z,0) =0).

P#. (vézané extrémy - aplikace)
Najdéte tii kladné c¢isla, jejichz soucin je maximalni a jejichz soucet je roven 100.

Reseni:
Zadani ptikladu lze interpretovat také tak, ze hleddme maximadlni objem kvadru, ktery se vejde do
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pravidelného trojbokého jehlanu, jehoZz jeden vrchol je spoleény s vrcholem tohoto kvadru. Intuitivné
Ize otekdvat, ze maximalni takovy objem bude odpovidat krychli.

Budeme tedy hledat body maxima funkce

f(@,y,2) = yz

na mnoziné

M= {(‘T7yvz> ev | <I>(:17,y,z) = 0}7

kde
U: z,y,2>0

je oteviena mnozina a
O(x,y,2z) =x+y+2z—100

je vazbové funkce.

Protoze U je OTEVRENA (coz je podstatné!) a ®'(a) # (0,0,0) pro kazdé a € M, tak muzeme
pouzit Lagrangeovu podminku pro extrém na M. Pro bod extrému a = (z,y, z) € M pak mus{ existovat
AER, ze

(yz,zz,2y) = f'(a) = A®'(a) = A\(1,1,1)

z+y+2z=100.

Odsud méme napt. ze yz = A\ = zz a protoze z > 0, tak dostaneme x = y. Podobné odvodime, ze
z=y==zatedy z+x+az = 100. Takze jediny podeziely bod z extrému je a = (132,190 190)

3773773
100 100 100\ _ (100\3
hodnotou £ (%%, °2, %) = (°3) .~ | | -

Abychom mohli vyuzit véty o nabyt{ extrému, potfebujeme ale uzavienou mnozinu, coz M nenf (je

to trojihelnik, ale bez hran). Tak si M prosté uzavieme, ¢imz dostaneme
M ={(z,y,2) eR® | 2,y,2>0 & ®(z,y,2) =0},

coz je trojuhelnik i s hranami. Na téchto pfidanych hrandch je ale funkce f nulovd (a tudiz snadno
uchopitelnd), takze véechny hrany mizeme zatfadit mezi podezielé body z extrémii na M. Tim jsme
proli véechny body M.

Mnozina M je ted uz uzaviend a omezens, takze spojitd funkce f zde nabyva svych extrémi.
Porovnanim funkénich hodnot v podezielych bodech ted snadno dostévdme, Ze na hrandch nabyvé

f svého minima a v (jediném) bodé (%, %, %) svého maxima (jak jsem ocekdvali).

P#. (vézané extrémy - vzdalenost)
Vypoététe vzdalenost nejblizstho bodu hyperboly M : 22 + 5zy + y? = 9 od pocatku (0,0).

Reseni:
Hyperbole je uzaviend mnozina, ale NENI omezens. Ke zjisteni vzdalenosti od pocétku (0,0) si vezmeme
funkci

fla,y) = 2% + y?

protoze se ¢tvercem vzdélenosti se 1épe pracuje. Tato funkce “v nekoneénu roste do nekoneéna” (tj.
spliuje podminky o nabyti globdlnfho minima na M). Kandiddta na minimum muZzeme opét najit
metodou Lagr. multiplikdtoru.
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Méme tedy f(x,y) = 22 +y?* a vazbovou funkci g(z,y) = 2® +5zy +y? — 9. Pro bod a = (z,y) € M
lokalniho extrému f na M existuje A € R, ze

(22,2y) = f'(a) = A~ g'(a) = A(20 + 5y, 50 + 2y)
2+ 5zy +y* = 9.

(2(A5;1) 2(/\5A1)>(z):(8>

Protoze pro bod (z,y) € M je (z,y) # (0,0), tak vektorova rovnice je fesitelnd pravé kdyz determinant
¢tvercové matice je nula. Neboli

7 prvniho vztahu dostaneme

0=02A=1)2=BN2=2XA =2 -5\ - (2A —2+5)\) = (=31 —2) - (TA — 2)

tedy A = —% nebo \ = % Dosazenim dostaneme x = £y a z rovnice 22 + 5zy + y> = 9 pak mime
podezielé body

ag = (z,y) = £ (\%, %)
s hodnotou f(ag) = 1—78. Podle véty o nabyvdni minima je tato hodnota skutetné minimalni, takze
vzdélenost bodu (0,0) od hyperboly je 1—78.
Na tlohu lze téké nahlizet geometricky: hleddme takovy bod (z,y) € M, aby jeho pruvodi¢ z po¢atku
(0,0), tj. vektor h = (z,y) — (0,0) byl kolmy na teé¢nou piimku k M v bodé (z,y). Tato teénd primka

mé za normdlovy vektor grad g(x,y). Musime tedy vyfesit systém podminek h=2\- grad g(z,y) pro
néjaké A € R a (z,y) € M. A to uz je totéz jako vyse.
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