MAZ2 - 4. konzultace
Integralni pocet funkci vice proménnych

1 Dvojny integral
Definice: Zdikladni oblast integrace D C R? je mnozina bud tvaru
D ={(x,y) eR* |z € (a,), s1(x) <y < s2(x)}
kde s1,s2 : {a,b) — R jsou spojité funkce, nebo analogického tvaru, kdyz vyménime proménné, tj.

D ={(z,y) eR* |y € (a,b), s1(y) <z < s2(y)} .

b
Plosny obsah zékladni oblasti definujeme jako V(D) = [ sa(t) — s1(t) dt.

a
Je ovSem potieba ukdzat, ze pokud lze jednu a tutéz zdkladni oblast vyjadfit obéma zpusoby, pak i hodnota V(D) vyjde

stejné.

Definice: Oblast integrace D C R? je sjednoceni kone¢né mnoha zakladnich oblasti D1, ..., Dy, které
maji navzdjem disjunktni vnitiky (tj. Dy N DS = 0 pro i # j).
Obsah této oblasti D si definujeme jako V(D) = Zle V(Dy).

Opét ovSem musime ukdzat, ze toto ¢islo nezdvisi na zpusobu, jakym D rozlozime na zdkladni oblasti. K tomuto dukazu
to sta¢i udélat jen pro pfipad, kdy D je zdkladn{ oblast (a to tak, Ze si vezmeme spoleéné zjemnéni obou rozdélen{ D pomoc{
vodorovnych s svislych pfimek, které vzniknou protazenim hranic zdkladnich oblasti.) Pro obecny piipad oblasti D pak znovu

vezmeme spole¢né zjemnéni ziskané analogickym zpusobem.

Jak ted definovat to, co bychom nazvali integralem z funkce. Pro za¢dtek se omezime jen na spojité
funkce.
Pro spojitou funkci f : D — R chceme zavést jeji integral, konkrétné ¢islo [[ f dS tak, aby platilo:
D

o [[ fdS=[[fdS+ [[[fdS prooblasti D; a Dy s disjunktnimi vnitiky (tj. D} N D3 = 0).
D1UD> Dy Do
e V(D) -minp(f) < [[ fdS < V(D) maxp(f) .
D

D4 se ukdzat, ze to lze udélat jedinym zpusobem (kde se pouziji horni a dolni souéty jako u funkce jedné
promeénné a déle to, ze funkce je spojitd). Vysledné ¢islo nazyvame dvojng integrdl.

Definice: Zobecnénd oblast integrace D C R? bude takova mnozina, pro kterou budeme mit posloupnost
oblasti integrace Dy C Dy C ---, ze D = UZOZI D,,. (Napi. kazd4 oteviend mnozina je zobecnénou oblasti
integrace.)

Funkci f : D — R na zobecnéné oblasti integrace nazyvame integrabilng (na D) a definujeme jeji (konecny)

integral hodnotou
//de:: lim //de
n—oo
Dy

D

jestlize zuzeni funkce f na D,, je spojitd funkce pro kazdé n € N a PREDEVSfM, jestlize

lim //|f| ds < oo .
n—o0
Dy



Tato podminka s tzv. absolutni integrabilitou je skutetné nutnd a to k tomu, aby hodnota integralu f f fds
D
nezavisela na zpusobu rozkladu oblasti D na podoblasti D,,. Je to analogické tomu, kdyz s¢itame nekone¢nou

fadu ¢fsel Y7 | a, a chceme, aby soucet nezdvisel na prepermutovani ¢lenu této Fady.

Déle uz nebudeme explicitné rozliSovat mezi vyse uvedenymi typy oblasti a také slovo “integrace” budeme
piipadné vynechéavat.

Zakladni vlastnosti dvojného integralu: Pro ¢ € R, oblasti D1, D2, D a integrabilni funkce f a g
plati:

o fff ds + fff dS= [[ fdS,pokud Dy a Dy maji disjunktni vnitiky.

D1UD>

o [ frg)dS=c:[[fdS+][[gdS

K vypoctu integralu slouzi nésledujici véta, kterd tikd, ze funkci muzeme postupné integrovat podle
jednotlivych proménnych:

Fubiniho véta: Necht f: E — R je integrabilni funkce na oblasti integrace E. Pak plat{

4de/ ( / f(say)dsc) dy

2(E) (vodorouny) Tez mnoZinou FE
pomoct primky R x {y}

[[ras= | < / f(w,y)dy> dr,

w1 (E) (svisly) Tez mnoZinou E
pomoct primky {x} x R

kde 71,7 : R — R jsou projekce na jednotlivé osy, tedy m1(x,y) = = a ma(z,y) = y.

Obréacena Fubiniho véta (verze pouzitelna i pro neomezené funkce nebo mnoziny):
Necht

e E C R? je oblast integrace
e f: E — R je nezapornd funkce spojitd na E°

e jeden z integralu vzniklych postupnou integraci podle proménnych je konecény (tj. alespon jeden z
vyrazi na pravé strané v piedchozi vété existuje a je kone¢ny).

Pak i integral v opaéném poradi integrace je konecny, oba se rovnaji a funkce mé dvojny integral [[ f dS
E

(rovny této spoletné hodnoteé).

Poznamka: Zde si jen ukdzeme, ze predpoklad konecnosti integrélu z absolutni hodnoty funkce (tj
absolutni integrability) je podstatny a ze bez néj by Fubiniho véta obecné nefungovala. Napf. pro funkci

2?2 — g2

f(z,y):m

na oblasti £ = (0,1)? je
-1 -1 2 2 1 y=1 1 _
2 1 r=1
/ </ 1271/ dl/) dx :/ {%] dr = / ———dr = [arctan(x)} =
Jo \Jo (22+%2)2 o Lr*+y ], -0 0 T2+1 R
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zatimco v opa¢ném pofadi integrace dostaneme

1 1 2 2 1 x=1 1 —
Tt -y —x -1 y=1 T
——=dz | dy = —— dy = ——dy = [f arctan } =——.
/0 </0 (% +y?)? ) ! /0 {wQ +y2L_o Y /0 1 ) y=0 4

Kdyz bychom si pak pocitali integral [, % dS pro E, = (1,1)?, zjistili bychom, ze limita pro

n — oo vychdazi nekonecné.

P#. (dvojny integrdl - Fubiniho véta)
Zménte potfadi integrace nésledujicich integrali:

@) [ [ fay) do dy.
v

22—z

() [ [ flzy) dy d:c+{ Of f(x,y) dy dz.

O
C—s8

Reseni:
V téchto prikladech procvi¢ujeme jen zdmeénu integrace, takze predpokladdame, ze funkce f predpoklady
Fubiniho véty splnuje.
(a) Zakladni oblast integrace je

y |
z=1| , =Y
L "
(z,2?)
(V¥,9) 7@ (1,y)
it | T

Po roziezani oblasti E ve sméru osy y mame
E: 0<z<1 & 0<y<a?

Zameéna integrace pak vyjde jako:

(b) Zakladn{ oblasti integrace jsou
Ey: 0<z<1l & 0<y<z

FEs - 1<z<2 & 0<y<2-—uz.

Mnoziny Ey a Es se prekryvaji pouze v useéce {1} x (0, 1), kterd na hodnotu integrdlu nem4 vliv. Funkei
f tak muzeme prosté integrovat na sjednoceni obou oblasti £ = E; U Es.
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y:Q—x // Yy=x
N s
1 \\ //
(z',2") (z,2 —x)
P | o
Y, y) 74777}7 2-y,y)
Ery | Eo
/ ! ‘ | I T
/L) (2',0) 1 (z,0) 2\\
/ N

Pozor! Toto sjednoceni neni samoziejmé véc! Pokud by se totiz oblasti pfekryvaly na néjaké “podstatnéjsi” mnoziné
bylo pak na tomto pruniku potieba integrovat funkci dvakrét (prispévek z kazdé oblasti D;). Pfesnéji, plati

//de-i—//de*//de—i-Q //de+ //de ://de+ //de

Eq1\E> E1NEy Eo\Eq E{UE, E1NE,

Takze mo(E) = (0,1) a R x {y}) N E = (y,2 —y)

2
/fxy dydx—i—/
0 1

x {y}. Zameéna integrace pak vyjde jako:

x

f(z,y) dy dax =

2—y

/facy dx dy.
Y

O\H
o~

o _

Pi#. (dvojny integrdl - Fubiniho véta)
Vypocitejte hodnotu integrélu:

(a)

//smxdd
T
E

kde E je trojihelnik s vrcholy (0,0),(1,0), (1,1).

(b)
//e% ds,

kde E je oblast v prvnim kvadrantu omezena kiivkami r = y?, z =0ay =1

Reseni:
(a) Oblast integrace je

Page 4




Mame

1 =z 1
// smxdxdy://smx dy dx:/sinz dx =1 — cos(1).
x x
E 00 0

(b) Oblast integrace
E: 0<z<y?® & O0O<y<l1

je omezend, ale u funkce f(z,y) = ev zizené na E to nenf jasné - problémovy je bod (0,0). Presto ale
muzeme pouzit Fubiniovu vétu, protoze funkce je nezdpornd. Konkrétné:

Mame tedy
N 1 y? . 1 N oy 1 y2 y=1 1
//ede://eydzdy:/{yey} dy:/yeyfydy: (yfl)eyf? =3
x=0 —
B 00 0 0 y=0

Poznamka: Vysetiime si jesté pro porddek chovani f na E v bodé (0,0). Protoze pro (z,y) € E mame 0 < 2 < y? a
0<y, tak 0 < % <y a tedy

1 ge% <eY -1 pro (z,y)— (0,0)

a proto ( %im( ) ev = 1. Funkce f je proto na E omezend a spojitd a integrél tedy existuje a je koneény.
z,y)—(0,0
(zy)eE
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1.1 Substituce ve dvojném integralu

Véta o substituci: Necht U C R? je oblast integrace a ® : U — R? je zobrazeni pro které plati, ze
e O je spojité na U,
e & je prosté a spojité diferencovatelné na U° (tj. na vnittku U)
e det &’ # 0 viude na U° a

e mnozina OU se sklad4 ze spojité diferencovatelnych kiivek, pripadné bodu (tj. jeji pFispévek k hodnotée
jakéhokoliv integralu je nulovy).

Pak je ®(U) oblast integrace (a zobrazeni ® nazyvdme parametrizace oblasti ®(U) pomoci oblasti U).
Necht f je integrabilni funkce na ®(U). Pak

//deé/(fotl))-|det<I)'| ds.

()

kde pro odligeni zna¢ime integraci podle jinych proménnych jako ds.

(Velikost plochy rovnobézniku uréeného vektory @ a ¢ je rovna absolutni hodnoté determinantu matice
sestavené z téchto vektoru.)
P#. (vyjadieni oblasti v poldrnich souradnicich)

Vyjadiete integrél
[[ #t@.v) dx ay
E

v poldrnich soufadnicich v pofadi do dy pro oblast E, kterd je plochou trojihelnika s vrcholy (1,0), (2,0) a
(1,1).

Reseni:
Oblast E je trojuhelnik ohraniceny piimkami z =1,y =0 a z + y = 2 a da se popsat také jako

E: 1<z<2 & 0<y<2-—=x

Pro parametrizaci oblasti E v polarnich soufadnicich v poradi dg dy uréime nejdiive rozsah proménné
@, coz je 0 < ¢ < Z. Pro pevné zvolené ¢ ted uréime rozsah proménné . Ten je ze zdola uréeny primkou
x = 1 a shora pfimkou z 4+ y = 2. Po dosazeni x = pcosy a y = gsin¢ do téchto rovnic pak dostaneme
oblast U ve tvaru

1 2
&

T
U: 0<p<— -
=¥=7 cos _Q_cosgo—l—sinap

takze prepis integralu je nésledujici

2
/4 s ptsing

é/f(z,y) dr dy = O/ / 0 focosp, osinp) do de .

Q
]
@

A

Pf. (poldrni souradnice)
Pouzitim polarnich soufadnic spocitejte
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1 =z
x
// 21 dy dx
00
(b)
1 V2—22
/ / _r dy dx
/.T2 +y2
0 T
Reseni:
(a) Oblast integrace je
E: 0<z<1 & 0<y<z
y 7/
// y=x
1 pd
/E//
g 1

Ve

coz je trojihelnik. Mnozinu U, kterd parametrizuje E = ®(U) pomoci poldrnich souradnic
®: x=rcosp, y=rsineg

dostaneme dosazenim do nerovnosti pro

0<rcosp<1l & 0<rsinp<rcosp .
——

=x =y =z

a upravé, ale hlavné pomoci nacrtku, jako
i 1
U: OS@SZ & OSTSCOW.
takze mame
1 =z
x x
//x2+y2dydx: // $2+y2dS://cos<pdrd<p:
0 0 E=&(U) U
x 1 iy
4 cos g 4
0
:/ / cosgodrd(p:/ld(p:Z,
0 0 0
(b) Oblast integrace je
E: 0<z<1 & z<y<y2-2?
coz je kruhovd vyseé, jejiz parametrizace E = W(U) ve sférickych soufadnicich je tvaru
U: 0<r<v2 & %gpgg.
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Y
2 2
\/5 T4+ Yyt =2

1 3
E |
|
|

‘ T
0 1

Takze méme
1 vV2—2?
dy dx = // //rcosgodrdgo:
0/ / $2 + v Y Neaan v U
5 V2 V2 )
V2 V2
= rcosp dr dp = rdr| - cospdp| =1- 1—7 :1—7.
0 0 z
Poznamka: Pouzili jsme vztah
[[ 1@9w av = ( [ 1@ ) - ( [ otw) av)
XXY X Y

pro integrabilni funkce f: X - Rag:Y — R.

Pi. (oblast zadand v poldrnich soufadnicich)
Urcete velikost plochy E (v kartézskych soufadnicich), kterou ohranic¢uje k¥ivka zadand pomoci polarnich
soufadnic o = singp, ¢ € (0, 7). Nacrtnéte danou kiivku v poldrnich i kartézskych souradnicich.

Reseni:
(a) V poldrnich soutradnicich je oblast ddna jako
U: 0<p<m & 0<p<singp
polozime tedy E := ®(U). Pouzitim véty o substituci dostaneme pro velikost plochy E (v kartézskych
soufadnicich!), ze
m  sing g m

// 1dS://rdrd<p:/</rdr) dgp/{g}::jnwdwé/shﬁgpdgﬁ%.

E=3(U) U 0o 0 0 0

2m
Trik k vypoétu integralu: f sin® ¢ dp = f cos? ¢ dp a soucasné [ (cos? ¢ +sin? p) dp = f 1 dp = 27 tedy
0
2m

™
1 2 T
.2 2
dp = — dp = — =
/sm<p<p 2/51n<p<p 1 5
0

0
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A co to vlastné méme za kiivku: Protoze mame o(¢) = sin ¢, muzeme body (x,y) kiivky paramet-
rizovat pomoci thlu ¢ a pak plati, ze

T = QCoS@ = sinpcosp

y = osingp =sin ¢
2 = (sing)? a spojenim tak dostdvdme x? + y? = vy, coz je

. .. o ( 2. 5 L. -
rovnice pro danou kiivku. Jej{ ipravou mame x? + (y — %)2 = (%) , coZ je prosté kruznice se stfedem
(0, %) a polomérem % Protoze jsme méli spoéitat plochu, kterou kruznice (v kartézskych soufadnicich)
ohranicuje, neni divu, ze nam vysla plocha kruhu o poloméru %, tedy /4.

Soucasné mame vztah =2 + y2 = o

2 Trojny integral

Trojny integral bychom mohli definovat podobné jako dvojny, ale odpovidajici zduvodnéni, ze vSe funguje,
by bylo jesté o néco naroc¢néjsi. Témito podobnostmi se ale uz zabyvat nebudeme.

Poznamka: Integrovat v praxi ovSem potfebujeme i ve vysSich dimenzich a ¢asto i jiné nez jen spojité funkce. Moderni
pristup tedy obvykle je ten, ze se nejdfive vybuduje tzv. mira p na mnozinach v R", tj. zpusob jak vhodné podmnoziné A C R™
pfifadit jeji velikost pu(A) (ty, kterym dokdzeme priradit velikost, nazyvdme méfitelné), pak se zavede pojem méfitelné funkce
f :R® = R (to bude takova f, ze vzor kazdého intervalu I C R , tj. mnozina f~(I) C R", je mé&fitelnd mnozina v R™) a
tyto funkce rozlozime na kladnou &ast f* := max{f,0} a zdpornou éast f~ := max{—f,0} (tj. f = f+ — f~). Pro nezdpornou
méfitelnou funkcei g pak definujeme (tzv. Lebesguetv) integrdl [ g du supremem z dolnich souctt funkce g tvaru

> inf(g= (D)) - ulg™ (D))

IeT
kde Z je néjaké déleni redlného intervalu (0, +o00) na (obecné spocetny) systém disjunktnich intervala I C R. Pro méfitelnou
funkci zavedeme pak integral pfirozené jako [ f du := [ f* du— [ f~ du, pokud md rozdil smysl. Jak je vidét, nedélime primdrné
definiéni obor R"™, ale obor hodnot, ktery je ¢asti R, a také funkce aproximujeme soucty jen z jedné strany. Vyhodou tohoto
piistupu je jednak jednodussi a obecnéjsi postup a pak i lepsi vlastnosti prostoru vsech funkei s koneénym integrdlem - ten bude

tzv. Uplny, coz se hodi zejména ve funkciondln{ analyze (s aplikacemi v kvantové mechanice), ale i v teorii pravdépodobnosti.

Fubiniho véta (pro trojny integral): Necht{ E C R? je oblast integrace a f : E — R je (absolutné)
integrabilni funkce. Pak

Jlsw=JIC ] o)

m.2(E)  fez mnoZinou E pomoci
primky {(z,y)} x R

kde 1 o : R® — R? je projekce, m1 2(x,y, 2) := (x,y). Pipadné:

/E/ rav= | // Flwy.2) de dy) dz

m(E)  fez mnoZinou E pomoct
roviny R? x {z}

kde 73 : R® — R je opét projekce, m3(z,y, 2) := 2.

Rezy v prvnifm pifpadé jsou “vlakna” (kterd ale nemusi byt souvisld). Po zintegrovani podél vlikna, pak
integrujeme pies piislusny prumeét dané mnoziny (zde pres 71 2(F)), kde postup dédle muzeme opakovat (t;.
prumét opét fezeme na vldkna atd.)

Jind moznost, jak spocitat integral, pak je ve druhém piipadé mnozinu nejdiive nafezat na dvourozmérné
“platky”, pfes né integrovat danou funkci a vysledek pak zintegrovat ptes jednorozmérny prumét mnoziny
E do sméru zbylé souradnice (zde ptes m3(FE)).
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P#. (trojny integral - Fubiniho véta)
Vypoctéte

(a)

/E/ [z av

,x=y? z=xzyaz=0.

/b//xde,

kde F je ¢tyfstén s vrcholy (0,0,0), (0,1,0), (1,1,0) a (0,1, 1).

kde E je ohrani¢eno plochami y = x>

(b)

Reseni:
(a) Oblast integrace je

Méame tedy
VT Ty

1
/:Eyzdzdyd:r:/
0 0

J[f - /

x2

(b) Oblast integrace E je mnozina ohrani¢end rovinami z = 0, y = 1, 2 = 0 a z = y — z. Tedy

muzeme psat napf.

Méme tedy

1 v 1 v 1 _

2 xd 7Y
///xde:///xydzdxdy://y2x—x2ydxdy:/[yQE—?y] dy =

E 00 0 00 0 v=0

P#. (trojny integral - Fubiniho véta)
Nacrtnéte oblast integrace

N~}
8

o\i

dzdydz .

o _

8
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Reseni:
Oblast integrace je
E: 0<z<1 & z<y<2z & 0<z<z+y.

Projekce 71 2(F) do roviny zy je ddna jako
ma(E): 0<z<1l & z<y<2u

coz je trojihelnik s vrcholy (0,0), (1,1) a (1,2). Oblast E je pak vse, co je nad trojihelnikem az po
rovinu z = z + y. Z polohy této roviny pak plyne, ze F je pétistén s vrcholy (0,0,0), (1,1,0), (1,2,0),
(1,1,2) a (1,2, 3). Integrél vyjadiuje jeho objem.

2.1 Substituce v trojném integralu

Véta o substituci (trojny integral): Nechf U C R3 je oblast integrace a ® : U — R? je zobrazeni pro
které plati, ze

e d je spojité na U,
e O je prosté a spojité diferencovatelné na U® (tj. na vnitiku U)
e det ®’ # 0 viude na U° a

e mnozina OU se skladd ze spojité diferencovatelnych ploch, krivek, ptipadné bodu (tj. jeji pFispévek k
hodnoteé jakéhokoliv trojného integralu je nulovy)

Pak je ®(U) oblast integrace (a zobrazeni ® opét nazyvame parametrizace oblasti ®(U) pomoci oblasti U).
Necht f je integrabilni funkce na ®(U). Pak

// deZ///(fo@)-|det<I>’| dv.
o(U) U

kde pro odliseni zna¢ime integraci podle jinych proménnych jako av.

Cylindrické souradnice maji predpis:

T = TCcos
®: y = rsing
z = h

kde (r,p, h) € (0,400) x (0,27) x R. Déle je

cosep —rsing 0
® = | sinp rcosp 0 a det® =r.
0 0 1

P#. (cylindrické soufadnice)
Spocitejte objem télesa
A: 22+ +22<2 & 224942 < 1.

Téleso A nacrtnéte.
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Reseni:
Téleso A je prunik koule o poloméru v/2 a vélce o praméru 1, jehoz osa prochézi stfedem koule.
Pouzijeme proto cylindrické soutadnice:
®: x=rcosp, y=rsing z=h.

Po dosazeni do nerovnosti mame
rP+h?<2, <1

Oblast parametrizace U tak bude

U: 0<p<2r & 0<r<1 & —vV2-1r2<h<y2-12.

Pak dostavame

2 1 2—1r2
objem A = ///1dV ///rdhdrdgo:// / rdh dr dp =
A=d(U) 00 a2
27 1 27 . 2
://2m/2—r2 dr dwz/[—§(2—r2)3/2] . d¢=/§(2\/§—1) dp=42(2v2-1) .
00 0 0

Vypocet pomoci sférickych soufadnic (tézsi):
Zjednodusime se to tim, Ze téleso je symetrické podle roviny z = 0, takZe si spoéitdme jen objem &isti A’ nad touto
rovinou:
U: xz=rsindcosp, y=rsindsiny, z=rcos? .

Po dosazeni do nerovnosti pro A’ madme
0< z=rcost, r? < 2, r2sin279§ 1

specidlné 0 < r < min{v/2, ﬁ} Z toho dostdvdme (i podle ndcrtu) oblast parametrizace jako

0<r<\[ pro 796(0%
0<r< ;s pro 9e(F, %)

ob]emA*///ldV ///r sind dr d¥ de =

A=W (V

~

V:0<ep<2m a {

Pak dostdvame

2 7 V2 2m
///TQSlnﬁdr dy¥ de + /
00 0 0

27 4

27
//QTsmﬁdﬁdgo /
0

/ r2sind dr do de =
0

2

o

H=T
_ o do=
0 - — 4
27
_/¥(17§)+§1 — 2 (2v2-1)

Celkem tedy
objem A =2 - objem A’ = 4%(2\/5 —-1).
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P#. (cylindrické souradnice)
Vypocitejte hodnotu integrélu

/}!/ﬁ av,

E: Vr2+9y2<2<2 & 0<y & z<0.

kde

Reseni:
Oblast E je ¢tvrtina kuzele. K vypoctu integrélu proto pouzijeme cylindrické souradnice:

T = TCcos
®: y = rsing
z = z

Pak mame
T 2 z T 2
///z2 dV:///TBCOSQQOdV:///Tgcos?gpdrdzdgpzi//z‘lcos,?cpdzdgp:
E=d(U) U 200 0
2 71'
7% /z4dz . /cos%odgp =-m
0 3

Moment setrvaénosti J télesa E C R3 s (nezdpornou) hustotou o(z,y, 2) vzhledem k ose otaceni p je
definovén jako
J = ///’U2(l',y,z) : Q(ZC,y,Z) av
E

kde funkce v(z,y,z) je vzddlenost bodu (x,y,z) od osy p. Télesa, kterd maji velky pomér momentu se-
trvacnosti ke své celkové hmotnosti, jsou napt. setrvacniky, které je tézké roztocit a pak i zastavit.

P#. (cylindrické soufadnice)
Zapiste integraly pomoci cylindrickych soufadnic a pak je spocitejte:

1 V1—2a2 27127y2
/ / / (22 +y2)% dz dy dx .
-1 —V/1—22 z24+y?
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Reseni:
Oblast E je popsana jako

E: —1<z<1 & —V1-22<y<+1—-2a2 & 22+y>°<z<2—22—¢?

neboli

E: |z/<1 & |y <Vi-22 & 22+9y°<2<2—22—y?

a ekvivalentné
FE: x2+y2§1 & x2+y2§z§2—x2—y2

coz je prosté oblast lezici nad kruhem o poloméru 1 v roviné zy a je seviena mezi grafy dvou funkci
(celkove vypadd jako “cocka”). Jesté si pro porddek ovéiime, ze prumét oblasti do roviny zy je skuteéné
kruh o prumeéru 1 (jinak by totiz zaddni nemélo smysl). Ziejmeé ale je

P?4+yP <222 -y o 22442 <1
takze je to v poradku.

V cylindrickych soufadnicich ® je parametrizaci E = ®(U) mnozina
U: 0<¢p<2r & 0<r<1 & r?<h<2-r%.

Pak muzeme psét

1 VI—22 2—2%—
/ / (2 +4) dzdyd:cf///x +9?)
“1_i—a? a?+y? E=2(U)
1 2—r2 27 1 2—r2
://r?’-rdcpdhdr:/ /r4d<pdhdr:27r//r4dhdr:
U 0 »2 0 0 r2

1
1 1 8
=A4r 41—7’2 dr=4n (- — =) = =7
5 7 35
0
Vsimnéme si, Ze spoc¢itany integral vyjadiuje moment setrvacnosti “Cocky” E s hustotou o(z,y, z) =

v/x2 + 92 vzhledem k ose z.

Sférické soutradnice maji predpis:.

x = (rsind)cosp
U: y = (rsind)sing
z = rcos

kde (r,¢,9) € (0, +00) x (0,27) x (0, 7).

Poznamka: Sférické soufadnice jsou slozenim dvou (upravenych) cylindrickych souradnic a sice:

U =500,
T = TCosQ 7 = rsind
Py: y = rsinp, P1: ¢ = %)
z = Z Z = rcosv
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takze pro determinant mame

det ¥/ = det(@g)h)l ~det(®1)" =g, -7 = (rsind) - r = 72 sin .

Pi. (sférické soutadnice)
Vypoctéte

/E// Va2 +y21+ (z —2)2 v,

kde E: 22+ 32 +22<1.

Reseni:
Pomoci sférickych soufadnic ¥ si zvolime parametrizaci koule E = ¥(U) jako

U: 0<r<1 & 0<p<21r & 0<9<7.

Takze muzeme psat

/// 1 qV — /// r2sind
\/x2+y2+2274z+4 Vr2 —4rcosd + 4
E=%(U) U

2m

1 =«
) )
/ T dy d9 dr:27r// T 49 dr =
) Vr2 —4rcosd +4 ) V12 —4rcos?d + 4

T~y

9=

N
3

O\’—‘ o\»—l

l Vr2 —4rcos?d + 4
r
2

1
:ﬁ/T(\/T2+47’+47\/T274T+4) dr =
0

1 1 1
2
7T/T |r +2| — r—2| =7T/7“ r+2— 2—r))dr:2ﬂ'/r2dr:§ﬂ'.
0 0 0

Tézisteé télesa E C R3 o (nezdporné) hustoté o(x,y,2) : E — R se definuje jako bod T = (11, T, T3) € R3

kde

f ][ oo av
%///y-g(%y,Z) av,
et [ s

am= [[[o(x,y,z) dV je hmotnost tohoto télesa. (Podobné by se tézisté definovalo, kdyby se jednalo jen
E

T

o Utvar v roviné se soufadnicemi x a y a plosnou hustotou o(z,y).)

Pr. (sférické soufadnice)

E: 22+ +22<R* & z-tan(ag) > Va2 + 32,

Page 15




s konstantni hustotou rovnou 1, kde R > 0 a ag € (0, §) jsou parametry.

Reseni:
Teéleso E je prunikem koule o poloméru R a kuzele s vrcholovym thlem 2aq, jehoz $picka je ve stfedu
koule. Vyhodné tedy bude pouzit sférické soutradnice

x = (rsind)cosyp
v y = (rsind)sing
z = rcost

Parametrizace E = U(U) pak bude

U: 0<r<R & 0<p<2r & 0<9<aq

R ap 27

mf///ldv ///T 81n19dV:///r281n19d<pd19dr:
E=U(U) 0 0
R «g

= —7TR3(1 — cos ).

o
O\?’U
l\’J

:27'(//7" sind d¥ dr = 2w (1 — cos ay)
00

R ag 2w
29
///def—///r cosﬁsmﬁdcpdﬂdrf—/// 3sm dp d9 dr =

m

E=¥(U)

i 7 R 3R 1 20 3R
T . T — cos 2ay
ul : 29 d) | = (1 — cos 2ap) = b .~ EB2A0 _ 2y .
— / /sm 8m( cos 2ap) 16 T cosaq 8( + cosag)

0

Pf. (obecnéjéi sférické soufadnice)

2 2 2
E: erZQJrZ <1 & =x,9y,2>0,

s konstantni hustotou rovnou 1, kde a, b, ¢ > 0 jsou parametry.

Reseni:
Oblast integrace E je osmina obecného elipsoidu. Pouzijeme proto upravené sférické soufadnice ® (které
parametrizuji tento elipsoid):

x/a = (rsind)cosp
D y/b = (rsind)sing ,
z/c = rcostd

které vzniknou slozenim ”klasickych”sférickych soufadnic ¥ a linedrni transformace L, ktera deformuje

jednotlivé osy:
d=LoV, L(Z,7,2) := (aZ, by, cZ).
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Méme tedy
=L'o¥ a detd® = (detL')- (det V') = abc - r®sind,

protoze

L=

o O Qe
o ot O
o OO

Parametrizace U oblasti E = ®(U) je

U: 0<r<1 & 0<¢p<= & 0<9<

ol 3
N

Vypocet hmotnosti m oblasti E si usnadnime znalost{ objemu koule o poloméru 1 (oznacme ji jako K)
a toho, ze objem E je jedna osmina objemu celého puvodniho elipsoidu, ktery ozna¢me napf. jako F.
Protoze F' = L(K), mame:

1 1
we [[frav =[] var =1 [ 1aacra -
E F=L(K) K
—abC///ldeabC é :mébc.

Pro zjisteéni teziste T = (Th,T>,T5) se nyni staci omezit jen na jednu slozku (napi. T3), protoze ostatni
lze analogicky ziskat pfislusnym natoc¢enim elipsoidu do daného sméru a zopakovanim vypoctu. Mame

tedy
///de— /// (crcos®) - (abe r*sind) dV

m m

E=&(U)
2 153 3 1 3 3 5
—///r3sin2ﬂd<pdﬂdr:—c /r?’dr /sin219d19 /1d¢ =2
T T

000 0 0 0

Podobné tedy budeme mit T = —a aly =

oolw
S
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