
MA2 - 4. konzultace

Integrálńı počet funkćı v́ıce proměnných

1 Dvojný integrál

Definice: Základńı oblast integrace D ⊆ R
2 je množina bud’ tvaru

D = {(x, y) ∈ R
2 | x ∈ 〈a, b〉, s1(x) ≤ y ≤ s2(x)}

kde s1, s2 : 〈a, b〉 → R jsou spojité funkce, nebo analogického tvaru, když vyměńıme proměnné, tj.

D = {(x, y) ∈ R
2 | y ∈ 〈a, b〉, s1(y) ≤ x ≤ s2(y)} .

Plošný obsah základńı oblasti definujeme jako V (D) =
b∫
a

s2(t)− s1(t) dt.

Je ovšem poťreba ukázat, že pokud lze jednu a tutéž základńı oblast vyjádřit oběma zp̊usoby, pak i hodnota V (D) vyjde

stejně.

Definice: Oblast integrace D ⊆ R
2 je sjednoceńı konečně mnoha základńıch oblast́ı D1, . . . , Dk, které

maj́ı navzájem disjunktńı vnitřky (tj. D◦
i ∩D◦

i = ∅ pro i 6= j).

Obsah této oblasti D si definujeme jako V (D) =
∑k

i=1 V (Di).

Opět ovšem muśıme ukázat, že toto č́ıslo nezáviśı na zp̊usobu, jakým D rozlož́ıme na základńı oblasti. K tomuto d̊ukazu

to stač́ı udělat jen pro př́ıpad, kdy D je základńı oblast (a to tak, že si vezmeme společně zjemněńı obou rozděleńı D pomoćı

vodorovných s svislých př́ımek, které vzniknou protažeńım hranic základńıch oblast́ı.) Pro obecný př́ıpad oblasti D pak znovu

vezmeme společně zjemněńı źıskané analogickým zp̊usobem.

Jak ted’ definovat to, co bychom nazvali integrálem z funkce. Pro začátek se omeźıme jen na spojité
funkce.

Pro spojitou funkci f : D → R chceme zavést jej́ı integrál, konkrétně č́ıslo
∫∫
D

f dS tak, aby platilo:

•
∫∫

D1∪D2

f dS =
∫∫
D1

f dS +
∫∫
D2

f dS pro oblasti D1 a D2 s disjunktńımi vnitřky (tj. D◦
1 ∩D◦

2 = ∅).

• V (D) ·minD(f) ≤
∫∫
D

f dS ≤ V (D) ·maxD(f) .

Dá se ukázat, že to lze udělat jediným zp̊usobem (kde se použij́ı horńı a dolńı součty jako u funkce jedné
proměnné a dále to, že funkce je spojitá). Výsledné č́ıslo nazýváme dvojný integrál.

Definice: Zobecněná oblast integrace D ⊆ R
2 bude taková množina, pro kterou budeme mı́t posloupnost

oblast́ı integrace D1 ⊆ D2 ⊆ · · · , že D =
⋃∞

n=1 Dn. (Např. každá otevřená množina je zobecněnou oblast́ı
integrace.)

Funkci f : D → R na zobecněné oblasti integrace nazýváme integrabilńı (naD) a definujeme jej́ı (konečný)
integrál hodnotou ∫∫

D

f dS := lim
n→∞

∫∫

Dn

f dS

jestliže zúžeńı funkce f na Dn je spojitá funkce pro každé n ∈ N a PŘEDEVŠÍM, jestliže

lim
n→∞

∫∫

Dn

|f | dS < ∞ .



Tato podmı́nka s tzv. absolutńı integrabilitou je skutečně nutná a to k tomu, aby hodnota integrálu
∫∫
D

f dS

nezávisela na zp̊usobu rozkladu oblasti D na podoblasti Dn. Je to analogické tomu, když sč́ıtáme nekonečnou
řadu č́ısel

∑∞
n=1 an a chceme, aby součet nezávisel na přepermutováńı člen̊u této řady.

Dále už nebudeme explicitně rozlǐsovat mezi výše uvedenými typy oblast́ı a také slovo “integrace” budeme
př́ıpadně vynechávat.

Základńı vlastnosti dvojného integrálu: Pro c ∈ R, oblasti D1, D2, D a integrabilńı funkce f a g
plat́ı:

•
∫∫
D1

f dS +
∫∫
D2

f dS =
∫∫

D1∪D2

f dS, pokud D1 a D2 maj́ı disjunktńı vnitřky.

•
∫∫
D

(c · f + g) dS = c ·
∫∫
D

f dS +
∫∫
D

g dS

K výpočtu integrál̊u slouž́ı následuj́ıćı věta, která ř́ıká, že funkci můžeme postupně integrovat podle
jednotlivých proměnných:

Fubiniho věta: Necht’ f : E → R je integrabilńı funkce na oblasti integrace E. Pak plat́ı

∫∫

E

f dS =

∫

π2(E)

( ∫

(vodorovný) řez množinou E
pomoćı př́ımky R× {y}

f(x, y) dx

)
dy

∫∫

E

f dS =

∫

π1(E)

( ∫

(svislý) řez množinou E
pomoćı př́ımky {x} × R

f(x, y) dy

)
dx,

kde π1, π2 : R2 → R jsou projekce na jednotlivé osy, tedy π1(x, y) = x a π2(x, y) = y.

Obrácená Fubiniho věta (verze použitelná i pro neomezené funkce nebo množiny):
Necht’

• E ⊆ R
2 je oblast integrace

• f : E → R je nezáporná funkce spojitá na E◦

• jeden z integrál̊u vzniklých postupnou integraćı podle proměnných je konečný (tj. alespoň jeden z
výraz̊u na pravé straně v předchoźı větě existuje a je konečný).

Pak i integrál v opačném pořad́ı integrace je konečný, oba se rovnaj́ı a funkce má dvojný integrál
∫∫
E

f dS

(rovný této společné hodnotě).

Poznámka: Zde si jen ukážeme, že předpoklad konečnosti integrálu z absolutńı hodnoty funkce (tj.
absolutńı integrability) je podstatný a že bez něj by Fubiniho věta obecně nefungovala. Např. pro funkci

f(x, y) =
x2 − y2

(x2 + y2)2

na oblasti E = (0, 1〉2 je

∫ 1

0

(∫ 1

0

x2 − y2

(x2 + y2)2
dy

)
dx =

∫ 1

0

[
y

x2 + y2

]y=1

y=0

dx =

∫ 1

0

1

x2 + 1
dx =

[
arctan(x)

]x=1

x=0
=

π

4
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zat́ımco v opačném pořad́ı integrace dostaneme
∫ 1

0

(∫ 1

0

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx

)
dy =

∫ 1

0

[ −x

x2 + y2

]x=1

x=0

dy =

∫ 1

0

−1

y2 + 1
dy =

[
− arctan(y)

]y=1

y=0
= −π

4
.

Když bychom si pak poč́ıtali integrál
∫∫

En

∣∣∣ x2−y2

(x2+y2)2

∣∣∣ dS pro En = 〈 1n , 1〉2, zjistili bychom, že limita pro

n → ∞ vycháźı nekonečná.

Př. (dvojný integrál - Fubiniho věta)
Změňte pořad́ı integrace následuj́ıćıch integrál̊u:

(a)
1∫
0

1∫
√
y

f(x, y) dx dy.

(b)
1∫
0

x∫
0

f(x, y) dy dx+
2∫
1

2−x∫
0

f(x, y) dy dx.

Řešeńı:
V těchto př́ıkladech procvičujeme jen záměnu integrace, takže předpokládáme, že funkce f předpoklady

Fubiniho věty splňuje.
(a) Základńı oblast integrace je

E : 0 ≤ y ≤ 1 &
√
y ≤ x ≤ 1.

1

1 2

x

y

(1, y)(
√
y, y)

(x, 0)

(x, x2)

E

x = 1 x =
√
y

0

Po rozřezáńı oblasti E ve směru osy y máme

E : 0 ≤ x ≤ 1 & 0 ≤ y ≤ x2.

Záměna integrace pak vyjde jako:

1∫

0

1∫

√
y

f(x, y) dx dy =

1∫

0

x2∫

0

f(x, y) dy dx.

(b) Základńı oblasti integrace jsou

E1 : 0 ≤ x ≤ 1 & 0 ≤ y ≤ x

E2 : 1 ≤ x ≤ 2 & 0 ≤ y ≤ 2− x.

Množiny E1 a E2 se překrývaj́ı pouze v úsečce {1}×〈0, 1〉, která na hodnotu integrálu nemá vliv. Funkci
f tak můžeme prostě integrovat na sjednoceńı obou oblast́ı E = E1 ∪ E2.
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1

1 2

x

y

(y, y) (2− y, y)

(x, 2− x)

(x, 0)

(x′, x′)

(x′, 0)

E1 E2

y = 2− x y = x

0

Pozor! Toto sjednoceńı neńı samozřejmá věc! Pokud by se totiž oblasti překrývaly na nějaké “podstatněǰśı” množině,
bylo pak na tomto pr̊uniku poťreba integrovat funkci dvakrát (př́ıspěvek z každé oblasti Di). Přesněji, plat́ı

∫∫

E1

f dS +

∫∫

E2

f dS =

∫∫

E1\E2

f dS + 2 ·
∫∫

E1∩E2

f dS +

∫∫

E2\E1

f dS






=

∫∫

E1∪E2

f dS +

∫∫

E1∩E2

f dS







Takže π2(E) = 〈0, 1〉 a (R× {y}) ∩ E = 〈y, 2− y〉 × {y}. Záměna integrace pak vyjde jako:

1∫

0

x∫

0

f(x, y) dy dx+

2∫

1

2−x∫

0

f(x, y) dy dx =

1∫

0

2−y∫

y

f(x, y) dx dy.

Př. (dvojný integrál - Fubiniho věta)
Vypoč́ıtejte hodnotu integrálu:

(a) ∫∫

E

sinx

x
dxdy

kde E je trojúhelńık s vrcholy (0, 0), (1, 0), (1, 1).

(b) ∫∫

E

e
x
y dS,

kde E je oblast v prvńım kvadrantu omezena křivkami x = y2, x = 0 a y = 1.

Řešeńı:
(a) Oblast integrace je

E : 0 ≤ x ≤ 1 & 0 ≤ y ≤ x .
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1

1

x

y

(x, x)

(x, 0)

E

y = x

0

Máme
∫∫

E

sinx

x
dxdy =

1∫

0

x∫

0

sinx

x
dy dx =

1∫

0

sinx dx = 1− cos(1).

(b) Oblast integrace
E : 0 ≤ x ≤ y2 & 0 < y ≤ 1

je omezená, ale u funkce f(x, y) = e
x
y zúžené na E to neńı jasné - problémový je bod (0, 0). Přesto ale

můžeme použ́ıt Fubiniovu větu, protože funkce je nezáporná. Konkrétně:

1

1

x

y

E

x = y2

y = 1

0

Máme tedy

∫∫

E

e
x
y dS =

1∫

0

y2∫

0

e
x
y dx dy =

1∫

0

[
ye

x
y

]x=y2

x=0
dy =

1∫

0

yey − y dy =

[
(y − 1)ey − y2

2

]y=1

y=0

=
1

2
.

Poznámka: Vyšeťŕıme si ještě pro pořádek chováńı f na E v bodě (0, 0). Protože pro (x, y) ∈ E máme 0 ≤ x ≤ y2 a
0 < y, tak 0 ≤ x

y
≤ y a tedy

1 ≤ e
x
y ≤ ey → 1 pro (x, y) → (0, 0)

a proto lim
(x,y)→(0,0)

(x,y)∈E

e
x
y = 1. Funkce f je proto na E omezená a spojitá a integrál tedy existuje a je konečný.
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1.1 Substituce ve dvojném integrálu

Věta o substituci: Necht’ U ⊆ R
2 je oblast integrace a Φ : U → R

2 je zobrazeńı pro které plat́ı, že

• Φ je spojité na U ,

• Φ je prosté a spojitě diferencovatelné na U◦ (tj. na vnitřku U)

• detΦ′ 6= 0 všude na U◦ a

• množina ∂U se skládá ze spojitě diferencovatelných křivek, př́ıpadně bod̊u (tj. jej́ı př́ıspěvek k hodnotě
jakéhokoliv integrálu je nulový).

Pak je Φ(U) oblast integrace (a zobrazeńı Φ nazýváme parametrizace oblasti Φ(U) pomoćı oblasti U).
Necht’ f je integrabilńı funkce na Φ(U). Pak

∫∫

Φ(U)

f dS =

∫∫

U

(f ◦ Φ) · | detΦ′| dS̃.

kde pro odlǐseńı znač́ıme integraci podle jiných proměnných jako dS̃.

(Velikost plochy rovnoběžńıku určeného vektory ~u a ~v je rovna absolutńı hodnotě determinantu matice
sestavené z těchto vektor̊u.)

Př. (vyjádřeńı oblasti v polárńıch souřadnićıch)
Vyjádřete integrál ∫∫

E

f(x, y) dx dy

v polárńıch souřadnićıch v pořad́ı d̺ dϕ pro oblast E, která je plochou trojúhelńıka s vrcholy (1, 0), (2, 0) a
(1, 1).

Řešeńı:
Oblast E je trojúhelńık ohraničený př́ımkami x = 1, y = 0 a x+ y = 2 a dá se popsat také jako

E : 1 ≤ x ≤ 2 & 0 ≤ y ≤ 2− x

Pro parametrizaci oblasti E v polárńıch souřadnićıch v pořad́ı d̺ dϕ urč́ıme nejdř́ıve rozsah proměnné
ϕ, což je 0 ≤ ϕ ≤ π

4 . Pro pevně zvolené ϕ ted’ urč́ıme rozsah proměnné ̺. Ten je ze zdola určený př́ımkou
x = 1 a shora př́ımkou x+ y = 2. Po dosazeńı x = ̺ cosϕ a y = ̺ sinϕ do těchto rovnic pak dostaneme
oblast U ve tvaru

U : 0 ≤ ϕ ≤ π

4
&

1

cosϕ
≤ ̺ ≤ 2

cosϕ+ sinϕ

takže přepis integrálu je následuj́ıćı

∫∫

E

f(x, y) dx dy =

π/4∫

0

2
cos ϕ+sinϕ∫

1
cosϕ

̺ · f(̺ cosϕ, ̺ sinϕ) d̺ dϕ .

Př. (polárńı souřadnice)
Použit́ım polárńıch souřadnic spoč́ıtejte
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(a)
1∫

0

x∫

0

x

x2 + y2
dy dx .

(b)
1∫

0

√
2−x2∫

x

x√
x2 + y2

dy dx .

Řešeńı:
(a) Oblast integrace je

E : 0 ≤ x ≤ 1 & 0 ≤ y ≤ x

1

1

x

y

E

y = x

0

což je trojúhelńık. Množinu U , která parametrizuje E = Φ(U) pomoćı polárńıch souřadnic

Φ : x = r cosϕ, y = r sinϕ

dostaneme dosazeńım do nerovnosti pro E

0 ≤ r cosϕ︸ ︷︷ ︸
=x

≤ 1 & 0 ≤ r sinϕ︸ ︷︷ ︸
=y

≤ r cosϕ︸ ︷︷ ︸
=x

.

a úpravě, ale hlavně pomoćı náčrtku, jako

U : 0 ≤ ϕ ≤ π

4
& 0 ≤ r ≤ 1

cosϕ .

takže máme
1∫

0

x∫

0

x

x2 + y2
dy dx =

∫∫

E=Φ(U)

x

x2 + y2
dS =

∫∫

U

cosϕ dr dϕ =

=

π
4∫

0

1
cosϕ∫

0

cosϕ dr dϕ =

π
4∫

0

1 dϕ =
π

4
.

(b) Oblast integrace je

E : 0 ≤ x ≤ 1 & x ≤ y ≤
√
2− x2

což je kruhová výseč, jej́ıž parametrizace E = Ψ(U) ve sférických souřadnićıch je tvaru

U : 0 ≤ r ≤
√
2 &

π

4
≤ ϕ ≤ π

2
.
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x

y

E

x2 + y2 = 2

0 1

1

√
2

Takže máme

1∫

0

√
2−x2∫

x

x√
x2 + y2

dy dx =

∫∫

E=Ψ(U)

x√
x2 + y2

dS =

∫∫

U

r cosϕ dr dϕ =

=

π
2∫

π
4

√
2∫

0

r cosϕ dr dϕ =




√
2∫

0

r dr


 ·




π
2∫

π
4

cosϕ dϕ


 = 1 ·

(
1−

√
2

2

)
= 1−

√
2

2
.

Poznámka: Použili jsme vztah
∫∫

X×Y

f(x)g(y) dV =
(

∫

X

f(x) dx
)

·
(

∫

Y

g(y) dy
)

pro integrabilńı funkce f : X → R a g : Y → R.

Př. (oblast zadaná v polárńıch souřadnićıch)
Určete velikost plochy E (v kartézských souřadnićıch), kterou ohraničuje křivka zadaná pomoćı polárńıch

souřadnic ̺ = sinϕ, ϕ ∈ 〈0, π〉. Načrtněte danou křivku v polárńıch i kartézských souřadnićıch.

Řešeńı:
(a) V polárńıch souřadnićıch je oblast dána jako

U : 0 ≤ ϕ ≤ π & 0 ≤ ̺ ≤ sinϕ

polož́ıme tedy E := Φ(U). Použit́ım věty o substituci dostaneme pro velikost plochy E (v kartézských
souřadnićıch!), že

∫∫

E=Φ(U)

1 dS =

∫∫

U

r dr dϕ =

π∫

0

( sinϕ∫

0

r dr
)
dϕ =

π∫

0

[r2
2

]r=sinϕ

r=0
dϕ =

1

2

π∫

0

sin2 ϕ dϕ =
π

4
.

Trik k výpočtu integrálu:
2π
∫

0

sin2 ϕ dϕ =
2π
∫

0

cos2 ϕ dϕ a současně
2π
∫

0

(cos2 ϕ+ sin2 ϕ) dϕ =
2π
∫

0

1 dϕ = 2π tedy

π
∫

0

sin2 ϕ dϕ =
1

2

2π
∫

0

sin2 ϕ dϕ =
2π

4
=

π

2
.
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A co to vlastně máme za křivku: Protože máme ̺(ϕ) = sinϕ, můžeme body (x, y) křivky paramet-
rizovat pomoćı úhlu ϕ a pak plat́ı, že

x = ̺ cosϕ = sinϕ cosϕ

y = ̺ sinϕ = sin2 ϕ

Současně máme vztah x2 + y2 = ̺2 = (sinϕ)2 a spojeńım tak dostáváme x2 + y2 = y, což je

rovnice pro danou křivku. Jej́ı úpravou máme x2 + (y − 1
2 )

2 =
(
1
2

)2
, což je prostě kružnice se středem

(0, 1
2 ) a poloměrem 1

2 . Protože jsme měli spoč́ıtat plochu, kterou kružnice (v kartézských souřadnićıch)
ohraničuje, neńı divu, že nám vyšla plocha kruhu o poloměru 1

2 , tedy π/4.

2 Trojný integrál

Trojný integrál bychom mohli definovat podobně jako dvojný, ale odpov́ıdaj́ıćı zd̊uvodněńı, že vše funguje,
by bylo ještě o něco náročněǰśı. Těmito podobnostmi se ale už zabývat nebudeme.

Poznámka: Integrovat v praxi ovšem poťrebujeme i ve vyšš́ıch dimenźıch a často i jiné než jen spojité funkce. Moderńı
př́ıstup tedy obvykle je ten, že se nejdř́ıve vybuduje tzv. mı́ra µ na množinách v R

n, tj. zp̊usob jak vhodné podmnožině A ⊆ R
n

přǐradit jej́ı velikost µ(A) (ty, kterým dokážeme přǐradit velikost, nazýváme měřitelné), pak se zavede pojem měřitelné funkce
f : Rn → R (to bude taková f , že vzor každého intervalu I ⊆ R , tj. množina f−1(I) ⊆ Rn, je měřitelná množina v Rn) a
tyto funkce rozlož́ıme na kladnou část f+ := max{f, 0} a zápornou část f− := max{−f, 0} (tj. f = f+ − f−). Pro nezápornou
měřitelnou funkci g pak definujeme (tzv. Lebesgue̊uv) integrál

∫

g dµ supremem z dolńıch součt̊u funkce g tvaru
∑

I∈I
inf(g−1(I)) · µ(g−1(I))

kde I je nějaké děleńı reálného intervalu 〈0,+∞) na (obecně spočetný) systém disjunktńıch interval̊u I ⊆ R. Pro měřitelnou

funkci zavedeme pak integrál přirozeně jako
∫

f dµ :=
∫

f+ dµ−
∫

f− dµ, pokud má rozd́ıl smysl. Jak je vidět, neděĺıme primárně

definičńı obor Rn, ale obor hodnot, který je část́ı R, a také funkce aproximujeme součty jen z jedné strany. Výhodou tohoto

př́ıstupu je jednak jednodušš́ı a obecněǰśı postup a pak i lepš́ı vlastnosti prostoru všech funkćı s konečným integrálem - ten bude

tzv. úplný, což se hod́ı zejména ve funkcionálńı analýze (s aplikacemi v kvantové mechanice), ale i v teorii pravděpodobnosti.

Fubiniho věta (pro trojný integrál): Necht’ E ⊆ R
3 je oblast integrace a f : E → R je (absolutně)

integrabilńı funkce. Pak
∫∫∫

E

f dV =

∫∫

π1,2(E)

( ∫

řez množinou E pomoćı
př́ımky {(x, y)} × R

f(x, y, z) dz
)
dx dy,

kde π1,2 : R3 → R
2 je projekce, π1,2(x, y, z) := (x, y). Př́ıpadně:
∫∫∫

E

f dV =

∫

π3(E)

( ∫∫

řez množinou E pomoćı
roviny R

2 × {z}

f(x, y, z) dx dy
)
dz

kde π3 : R3 → R je opět projekce, π3(x, y, z) := z.
Řezy v prvńım př́ıpadě jsou “vlákna” (která ale nemuśı být souvislá). Po zintegrováńı podél vlákna, pak

integrujeme přes př́ıslušný pr̊umět dané množiny (zde přes π1,2(E)), kde postup dále můžeme opakovat (tj.
pr̊umět opět řežeme na vlákna atd.)

Jiná možnost, jak spoč́ıtat integrál, pak je ve druhém př́ıpadě množinu nejdř́ıve nařezat na dvourozměrné
“plátky”, přes ně integrovat danou funkci a výsledek pak zintegrovat přes jednorozměrný pr̊umět množiny
E do směru zbylé souřadnice (zde přes π3(E)).
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Př. (trojný integrál - Fubiniho věta)
Vypočtěte

(a) ∫∫∫

E

xyz dV,

kde E je ohraničeno plochami y = x2, x = y2, z = xy a z = 0.

(b) ∫∫∫

E

xy dV,

kde E je čtyřstěn s vrcholy (0, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 1, 0) a (0, 1, 1).

Řešeńı:
(a) Oblast integrace je

E : 0 ≤ z ≤ xy, x2 ≤ y ≤ √
x, 0 ≤ x ≤ 1.

Máme tedy

∫∫∫

E

xyz dV =

1∫

0

√
x∫

x2

xy∫

0

xyz dz dy dx =

1∫

0

√
x∫

x2

(xy)3

2
dy dx =

1

8

1∫

0

x5 − x11 dx =

=
1

8

(
1

6
− 1

12

)
=

1

96
.

(b) Oblast integrace E je množina ohraničená rovinami x = 0, y = 1, z = 0 a z = y − x. Tedy
můžeme psát např.

E : 0 ≤ z ≤ y − x, 0 ≤ x ≤ y, 0 ≤ y ≤ 1.

Máme tedy

∫∫∫

E

xy dV =

1∫

0

y∫

0

y−x∫

0

xy dz dx dy =

1∫

0

y∫

0

y2x− x2y dx dy =

1∫

0

[
y2

x2

2
− x3

3
y

]x=y

x=0

dy =

=

1∫

0

y4

2
− y4

3
dy =

[
y5

30

]y=1

y=0

=
1

30
.

Př. (trojný integrál - Fubiniho věta)
Načrtněte oblast integrace

1∫

0

2x∫

x

x+y∫

0

dz dy dx .
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Řešeńı:
Oblast integrace je

E : 0 ≤ x ≤ 1 & x ≤ y ≤ 2x & 0 ≤ z ≤ x+ y .

Projekce π1,2(E) do roviny xy je dána jako

π1,2(E) : 0 ≤ x ≤ 1 & x ≤ y ≤ 2x

což je trojúhelńık s vrcholy (0, 0), (1, 1) a (1, 2). Oblast E je pak vše, co je nad trojúhelńıkem až po
rovinu z = x + y. Z polohy této roviny pak plyne, že E je pětistěn s vrcholy (0, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 2, 0),
(1, 1, 2) a (1, 2, 3). Integrál vyjadřuje jeho objem.

2.1 Substituce v trojném integrálu

Věta o substituci (trojný integrál): Necht’ U ⊆ R
3 je oblast integrace a Φ : U → R

3 je zobrazeńı pro
které plat́ı, že

• Φ je spojité na U ,

• Φ je prosté a spojitě diferencovatelné na U◦ (tj. na vnitřku U)

• detΦ′ 6= 0 všude na U◦ a

• množina ∂U se skládá ze spojitě diferencovatelných ploch, křivek, př́ıpadně bod̊u (tj. jej́ı př́ıspěvek k
hodnotě jakéhokoliv trojného integrálu je nulový)

Pak je Φ(U) oblast integrace (a zobrazeńı Φ opět nazýváme parametrizace oblasti Φ(U) pomoćı oblasti U).
Necht’ f je integrabilńı funkce na Φ(U). Pak

∫∫∫

Φ(U)

f dV =

∫∫∫

U

(f ◦ Φ) · | detΦ′| dṼ .

kde pro odlǐseńı znač́ıme integraci podle jiných proměnných jako dṼ .

Cylindrické souřadnice maj́ı předpis:

Φ :
x = r cosϕ
y = r sinϕ
z = h

kde (r, ϕ, h) ∈ 〈0,+∞)× 〈0, 2π〉 × R. Dále je

Φ′ =




cosϕ −r sinϕ 0
sinϕ r cosϕ 0
0 0 1


 a detΦ′ = r .

Př. (cylindrické souřadnice)
Spoč́ıtejte objem tělesa

A : x2 + y2 + z2 ≤ 2 & x2 + y2 ≤ 1 .

Těleso A načrtněte.
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Řešeńı:
Těleso A je pr̊unik koule o poloměru

√
2 a válce o pr̊uměru 1, jehož osa procháźı středem koule.

Použijeme proto cylindrické souřadnice:

Φ : x = r cosϕ, y = r sinϕ z = h .

Po dosazeńı do nerovnosti máme
r2 + h2 ≤ 2, r2 ≤ 1

Oblast parametrizace U tak bude

U : 0 ≤ ϕ ≤ 2π & 0 ≤ r ≤ 1 & −
√
2− r2 ≤ h ≤

√
2− r2 .

Pak dostáváme

objem A =

∫∫∫

A=Φ(U)

1 dV =

∫∫∫

U

r dh dr dϕ =

2π∫

0

1∫

0

√
2−r2∫

−
√
2−r2

r dh dr dϕ =

=

2π∫

0

1∫

0

2r
√

2− r2 dr dϕ =

2π∫

0

[
− 2

3 (2− r2)3/2
]r=1

r=0
dϕ =

2π∫

0

2
3 (2

√
2− 1) dϕ = 4π

3 (2
√
2− 1) .

Výpočet pomoćı sférických souřadnic (těžš́ı):
Zjednoduš́ıme se to t́ım, že těleso je symetrické podle roviny z = 0, takže si spoč́ıtáme jen objem části A′ nad touto

rovinou:

Ψ : x = r sinϑ cosϕ, y = r sinϑ sinϕ, z = r cosϑ .

Po dosazeńı do nerovnost́ı pro A′ máme

0 ≤ z = r cosϑ, r2 ≤ 2, r2 sin2 ϑ ≤ 1

speciálně 0 ≤ r ≤ min{
√
2, 1

sinϑ
}. Z toho dostáváme (i podle náčrtu) oblast parametrizace jako

V : 0 ≤ ϕ ≤ 2π a

{

0 ≤ r ≤
√
2 pro ϑ ∈ 〈0, π

4
〉

0 ≤ r ≤ 1
sinϑ

pro ϑ ∈ 〈π
4
, π
2
〉

Pak dostáváme

objem A′ =
∫∫∫

A′=Ψ(V )

1 dV =

∫∫∫

V

r2 sinϑ dr dϑ dϕ =

=

2π
∫

0

π
4

∫

0

√
2

∫

0

r2 sinϑ dr dϑ dϕ+

2π
∫

0

π
2

∫

π
4

1
sinϑ
∫

0

r2 sinϑ dr dϑ dϕ =

=

2π
∫

0

π
4

∫

0

2
√

2
3

sinϑ dϑ dϕ+

2π
∫

0

π
2

∫

π
4

1
3 sin3 ϑ

sinϑ dϑ dϕ =

=

2π
∫

0

2
√

2
3

[

− cosϑ
]ϑ= π

4

ϑ=0
dϕ+

2π
∫

0

1
3

[

− cotg ϑ
]ϑ= π

2

ϑ= π
4

dϕ =

=

2π
∫

0

2
√

2
3

(

1−
√

2
2

)

+ 1
3
· 1 dϕ = 2π

3
(2
√
2− 1)

Celkem tedy
objem A = 2 · objem A′ = 4π

3
(2
√
2− 1) .
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Př. (cylindrické souřadnice)
Vypoč́ıtejte hodnotu integrálu ∫∫∫

E

x2 dV,

kde
E :

√
x2 + y2 ≤ z ≤ 2 & 0 ≤ y & x ≤ 0 .

Řešeńı:
Oblast E je čtvrtina kužele. K výpočtu integrálu proto použijeme cylindrické souřadnice:

Φ :
x = r cosϕ
y = r sinϕ
z = z

s parametrizaćı oblasti E = Φ(U) jako

U : 0 ≤ r ≤ z & 0 ≤ z ≤ 2 &
π

2
≤ ϕ ≤ π .

Pak máme

∫∫∫

E=Φ(U)

x2 dV =

∫∫∫

U

r3 cos2 ϕ dV =

π∫

π
2

2∫

0

z∫

0

r3 cos2 ϕ dr dzdϕ =
1

4

π∫

π
2

2∫

0

z4 cos2 ϕ dzdϕ =

=
1

4




2∫

0

z4 dz



 ·




π∫

π
2

cos2 ϕ dϕ


 =

8

5
π.

Moment setrvačnosti J tělesa E ⊆ R
3 s (nezápornou) hustotou ̺(x, y, z) vzhledem k ose otáčeńı p je

definován jako

J =

∫∫∫

E

v2(x, y, z) · ̺(x, y, z) dV

kde funkce v(x, y, z) je vzdálenost bodu (x, y, z) od osy p. Tělesa, která maj́ı velký poměr momentu se-
trvačnosti ke své celkové hmotnosti, jsou např. setrvačńıky, které je těžké roztočit a pak i zastavit.

Př. (cylindrické souřadnice)
Zapǐste integrály pomoćı cylindrických souřadnic a pak je spoč́ıtejte:

1∫

−1

√
1−x2∫

−
√
1−x2

2−x2−y2∫

x2+y2

(x2 + y2)
3
2 dz dy dx .

Page 13



Řešeńı:
Oblast E je popsána jako

E : −1 ≤ x ≤ 1 & −
√
1− x2 ≤ y ≤

√
1− x2 & x2 + y2 ≤ z ≤ 2− x2 − y2

neboli
E : |x| ≤ 1 & |y| ≤

√
1− x2 & x2 + y2 ≤ z ≤ 2− x2 − y2

a ekvivalentně
E : x2 + y2 ≤ 1 & x2 + y2 ≤ z ≤ 2− x2 − y2

což je prostě oblast lež́ıćı nad kruhem o poloměru 1 v rovině xy a je sevřena mezi grafy dvou funkćı
(celkově vypadá jako “čočka”). Ještě si pro pořádek ověř́ıme, že pr̊umět oblasti do roviny xy je skutečně
kruh o pr̊uměru 1 (jinak by totiž zadáńı nemělo smysl). Zřejmě ale je

x2 + y2 ≤ 2− x2 − y2 ⇔ x2 + y2 ≤ 1

takže je to v pořádku.

V cylindrických souřadnićıch Φ je parametrizaćı E = Φ(U) množina

U : 0 ≤ ϕ ≤ 2π & 0 ≤ r ≤ 1 & r2 ≤ h ≤ 2− r2 .

Pak můžeme psát

1∫

−1

√
1−x2∫

−
√
1−x2

2−x2−y2∫

x2+y2

(x2 + y2)
3
2 dz dy dx =

∫∫∫

E=Φ(U)

(x2 + y2)
3
2 dV =

=

∫∫∫

U

r3 · r dϕ dh dr =

1∫

0

2−r2∫

r2

2π∫

0

r4 dϕ dh dr = 2π

1∫

0

2−r2∫

r2

r4 dh dr =

= 4π

1∫

0

r4(1 − r2) dr = 4π

(
1

5
− 1

7

)
=

8

35
π .

Všimněme si, že spoč́ıtaný integrál vyjadřuje moment setrvačnosti “čočky” E s hustotou ̺(x, y, z) =√
x2 + y2 vzhledem k ose z.

Sférické souřadnice maj́ı předpis:.

Ψ :
x = (r sinϑ) cosϕ
y = (r sinϑ) sinϕ
z = r cosϑ

kde (r, ϕ, ϑ) ∈ 〈0,+∞)× 〈0, 2π〉 × 〈0, π〉.

Poznámka: Sférické souřadnice jsou složeńım dvou (upravených) cylindrických souřadnic a sice:

Ψ = Φ2 ◦ Φ1

Φ2 :
x = r̃ cos ϕ̃
y = r̃ sin ϕ̃
z = z̃

, Φ1 :
r̃ = r sinϑ
ϕ̃ = ϕ
z̃ = r cosϑ
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takže pro determinant máme

detΨ′ = det(Φ2)
′
|Φ1

· det(Φ1)
′ = r̃|Φ1

· r = (r sinϑ) · r = r2 sinϑ.

Př. (sférické souřadnice)
Vypočtěte ∫∫∫

E

1√
x2 + y2 + (z − 2)2

dV,

kde E : x2 + y2 + z2 ≤ 1.

Řešeńı:
Pomoćı sférických souřadnic Ψ si zvoĺıme parametrizaci koule E = Ψ(U) jako

U : 0 ≤ r ≤ 1 & 0 ≤ ϕ ≤ 2π & 0 ≤ ϑ ≤ π .

Takže můžeme psát

∫∫∫

E=Ψ(U)

1√
x2 + y2 + z2 − 4z + 4

dV =

∫∫∫

U

r2 sinϑ√
r2 − 4r cosϑ+ 4

dV =

=

1∫

0

π∫

0

2π∫

0

r2 sinϑ√
r2 − 4r cosϑ+ 4

dϕ dϑ dr = 2π

1∫

0

π∫

0

r2 sinϑ√
r2 − 4r cosϑ+ 4

dϑ dr =

= 2π

1∫

0

[
r

√
r2 − 4r cosϑ+ 4

2

]ϑ=π

ϑ=0

dr = π

1∫

0

r
(√

r2 + 4r + 4−
√
r2 − 4r + 4

)
dr =

= π

1∫

0

r
(
|r + 2| − |r − 2|

)
dr = π

1∫

0

r
(
r + 2− (2 − r)

)
dr = 2π

1∫

0

r2 dr =
2

3
π.

Těžǐstě tělesa E ⊆ R
3 o (nezáporné) hustotě ̺(x, y, z) : E → R se definuje jako bod T = (T1, T2, T3) ∈ R

3

kde

T1 =
1

m

∫∫∫

E

x · ̺(x, y, z) dV,

T2 =
1

m

∫∫∫

E

y · ̺(x, y, z) dV,

T3 =
1

m

∫∫∫

E

z · ̺(x, y, z) dV,

a m =
∫∫∫
E

̺(x, y, z) dV je hmotnost tohoto tělesa. (Podobně by se těžǐstě definovalo, kdyby se jednalo jen

o útvar v rovině se souřadnicemi x a y a plošnou hustotou σ(x, y).)

Př. (sférické souřadnice)
Vypočtěte těžǐstě tělesa

E : x2 + y2 + z2 ≤ R2 & z · tan(α0) ≥
√
x2 + y2,
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s konstantńı hustotou rovnou 1, kde R > 0 a α0 ∈ (0, π
2 ) jsou parametry.

Řešeńı:
Těleso E je pr̊unikem koule o poloměru R a kužele s vrcholovým úhlem 2α0, jehož špička je ve středu
koule. Výhodné tedy bude použ́ıt sférické souřadnice

Ψ :
x = (r sinϑ) cosϕ
y = (r sinϑ) sinϕ
z = r cosϑ

Parametrizace E = Ψ(U) pak bude

U : 0 ≤ r ≤ R & 0 ≤ ϕ ≤ 2π & 0 ≤ ϑ ≤ α0

Pro těžǐstě muśıme nejdř́ıve spoč́ıtat hmotnost:

m =

∫∫∫

E=Ψ(U)

1 dV =

∫∫∫

U

r2 sinϑ dV =

R∫

0

α0∫

0

2π∫

0

r2 sinϑ dϕ dϑ dr =

= 2π

R∫

0

α0∫

0

r2 sinϑ dϑ dr = 2π(1− cosα0)

R∫

0

r2 dr =
2

3
πR3(1 − cosα0).

Protože těleso E je rotačně symetrické podle osy z, budou x-ová i y-ová souřadnice těžǐstě obě nulové.
Zbývá tedy spoč́ıtat z-ovou souřadnici těžǐstě:

T3 =
1

m

∫∫∫

E=Ψ(U)

z dV =
1

m

∫∫∫

U

r3 cosϑ sinϑ dϕ dϑ dr =
1

m

R∫

0

α0∫

0

2π∫

0

r3
sin 2ϑ

2
dϕ dϑ dr =

=
π

m




R∫

0

r3 dr


 ·




α0∫

0

sin 2ϑ dϑ


 =

πR4

8m
(1 − cos 2α0) =

3R

16
· 1− cos 2α0

1− cosα0
=

3R

8
(1 + cosα0).

Př. (obecněǰśı sférické souřadnice)
Vypočtěte těžǐstě tělesa

E :
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
≤ 1 & x, y, z ≥ 0,

s konstantńı hustotou rovnou 1, kde a, b, c > 0 jsou parametry.

Řešeńı:
Oblast integrace E je osmina obecného elipsoidu. Použijeme proto upravené sférické souřadnice Φ (které
parametrizuj́ı tento elipsoid):

Φ :
x/a = (r sinϑ) cosϕ
y/b = (r sinϑ) sinϕ
z/c = r cosϑ

,

které vzniknou složeńım ”klasických”sférických souřadnic Ψ a lineárńı transformace L, která deformuje
jednotlivé osy:

Φ = L ◦Ψ, L(x̃, ỹ, z̃) := (ax̃, bỹ, cz̃).
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Máme tedy
Φ′ = L′ ◦Ψ′ a detΦ′ = (detL′) · (detΨ′) = abc · r2 sinϑ,

protože

L′ =




a 0 0
0 b 0
0 0 c


 .

Parametrizace U oblasti E = Φ(U) je

U : 0 ≤ r ≤ 1 & 0 ≤ ϕ ≤ π

2
& 0 ≤ ϑ ≤ π

2
.

Výpočet hmotnosti m oblasti E si usnadńıme znalost́ı objemu koule o poloměru 1 (označme ji jako K)
a toho, že objem E je jedna osmina objemu celého p̊uvodńıho elipsoidu, který označme např. jako F .
Protože F = L(K), máme:

m =

∫∫∫

E

1 dV =
1

8

∫∫∫

F=L(K)

1 dV =
1

8

∫∫∫

K

| detL′| dV =

=
abc

8

∫∫∫

K

1 dV =
abc

8
· 4
3
π =

πabc

6
.

Pro zjǐstěńı těžǐstě ~T = (T1, T2, T3) se nyńı stač́ı omezit jen na jednu složku (např. T3), protože ostatńı
lze analogicky źıskat př́ıslušným natočeńım elipsoidu do daného směru a zopakováńım výpočtu. Máme
tedy

T3 =
1

m

∫∫∫

E=Φ(U)

z dV =
1

m

∫∫∫

U

(cr cosϑ) · (abc r2 sinϑ) dV =

=
3c

π

1∫

0

π
2∫

0

π
2∫

0

r3 sin 2ϑ dϕ dϑ dr =
3c

π




1∫

0

r3 dr


 ·




π
2∫

0

sin 2ϑ dϑ


 ·




π
2∫

0

1 dϕ


 =

3

8
c.

Podobně tedy budeme mı́t T1 =
3
8a a T2 = 3

8b.
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