MA2 - 6. konzultace

1 Integralni véty

1.1 Greenova véta

Definice: Pro zdkladni oblast integrace E C R? tvoii jeji okraj OF uzavienou kiivku. Definujeme si ka-
nonickou orientaci tohoto okraje OF a to v kladném sméru (neboli proti sméru hodinovych rucicek). Tato
orientace znamenad, ze pii prochazeni OF mame v daném misté oblast E vzdy po levé strané.

Véta: Nechf E C R? je oblast integrace slozend z koneéné mmnoha zékladnich oblasti Ei,...,E, s
navzdjem disjunktnimi vnittky. Necht kazdd z kiivek OF; m4 kanonickou orientaci (tj. kladnou). Pak se
hranice OF skladé z konetné mnoha orientovanych uzavienych kiivek Cq,...,Cy takovych, ze

o JF = Uf:1 C; C U;LZI 6Ej a

e pro kazdé i = 1,...,k se orientace kiivky C; shoduje s orientaci piislusného useku kladné oriento-
vané kiivky OF); (az na konecné mnoho bodu). Shodnosti orientaci myslime shodu jejich jednotkovych
tecnych poli.

Poznamenejme, ze rozklad OF na kiivky Cy,...,Ck neni jednoznaény a to ani, co se tyce jejich poctu.

Definice: Orientaci okraje OF oblasti integrace E z pfedchozi véty budeme opét oznacovat jako kano-
nickou. Tato orientace opét znamend, ze pii prochizeni OF mame v daném misté oblast E vzdy po levé
strané.

(Je samoziejmé potfeba jesté ukézat, ze takto definovand orientace nezdvisi na zpusobu rozkladu E na
zékladn{ oblasti ani na vybéru kiivek C;.)

Greenova véta: Necht E C R? je oblast integrace a jeji okraj OF mé kanonickou orientaci. Pak pro
spojité diferencovatelné vektorové pole F' = (Fy, Fy) plati

L [[(0F  OF
[ [ (G5 =
E

OFE

Poznamka: Vyraz na pravé strané si muzeme pamatovat jako

oF, OF | & &
ox Jy F B

Je to analogie rotace pole (jakéhosi ”viru”v daném bodé) ve tiech dimenzich. Interpretaci Greenovy véty
je to, ze ”viry”pole uvniti oblasti se v sousednich bodech vyrusi a zbude jen ”vir’na okraji oblasti. Nékdy

s

misto oznaceni ”kanonickd orientace” budeme tikat, ze orientace okraje je v souladu s Greenovou vétou.

Pi. (Greenova véta)

Pouzijte Greenovu vétu k nalezeni prace sily F (z,y) = (2zy®, 42%y?) vykonané na ¢astici podél kiivky
C, ktera je hranici oblasti M ohrani¢ené kiivkami y = 0, = 1 a y = 2% v prvnim kvadrantu. Kfivka C je
orientovéna v kladném smyslu (tj. proti sméru hodinovych rucicek).



Reseni:
Maéme tedy oblast
M: 0<z<1 & 0<y<z®

Jeji hranici je po ¢astech diferencovatelna kiivka, kterd mé orientaci odpovidajici pouziti Greenovy véty.

Déle je
oFy, O0F 9 9 9
— - —— =38 —6 =2
o oy —owy —Guy =2wy
a proto
OF, OF b 2 2
/ 5//(21> dS://QnydS://Qxyzdydx:/§x10dxzﬁ.
C=oM M 0 0 0

Pi. (Greenova véta)
Pomoci Greenovy véty spocitejte

/(3y — Y dy 4 (Tx + y* + 1) dy
C

kde C je kladné orientovana kruznice 22 + y% = 9.

Reseni:
Nase oblast M je kruh o poloméru 3

M: 2?4942 <3

a pole je
ﬁ(x,y) = (Sy — ST Tyt 1) :

Orientace kiivky C je v souhlase s Greenovou vétou. Muzeme proto psit (s vyuzitim znalosti obsahu

kruhu)
/ ds—//(aF2—aE)dS //7 3) dS = //4dS—47T32—367r.
C=

Je vidét, ze puvodni kiivkovy integral bychom tézko pocitali, ale s vyuzitim Greenovy véty je vypocet
snadny.

Pi. (Greenova véta)
Pomoci Greenovy véty spoéitejte plochu v R? omezenou cykloidou ¢(t) = (t—sint, 1—cost) prot € (0, 27)
a 0sou .

Reseni:
Plochu F si vymezime kiivkami C; (cykloida) a Co (Usecka na ose x) tak, aby tyto kiivky tvorily jejf
okraj, ktery bude orientovany v souladu s Greenovou vétou. Cykloida
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Ci: ¢(t) = (t —sint,1 —cost), t € (0,2m)

ma podle zadané parametrizace opa¢nou orientaci nez potrebujeme. Pro tsecku je nejjednodussi si zvolit
parametrizaci

Co: (t) = (t,0), te(0,2m)
ktera je ve sméru, ktery chceme.

Greenovu vétu, pro (zatfm nespecifikované) vektorové pole F(z,y) = (F1 (z,y), Fy(x, y)) , pak pouZijem

takto:
//(an_aFl) dsz/ﬁ.dg:_/ﬁ-d§+/ﬁ-d§
OF ¢ Cz

1

kde znaménka u kiivek odpovidaji tomu, jestli dana kiivka ma nebo nem4 orientaci v souladu s Greenovou
vétou.
Ted uZ jen zbyva si zvolit vhodné vektorové pole a to tak, aby 5 oF. 52— ’98—};1 = 1. Pak totiz bude

obsah(E // =---:—/ﬁ-d§+/ﬁ~d§.
Ca

an apl é
oz

Takovych voleb je mnoho, ale pro nas bude nejlepsi néjaké jednoduchd, napf. ‘91; 2=1a BF 1 =0, tj.

F = (0,z). Pro takovouto volbu bude i integral [ F.ds nulovy, protoze Fj je kolmé k ose z, takze pri
Ca
pohybu ve vodorovném sméru nekond praci. Ale stejné si nulovost jeSté ovéiime i explicitne.
Takze méame

kloidu: (t) = (¢t —sint, 1— t ") =(1- t, sint
pro cykloidu: ¢(t) = (¢t — sint, cost), ¢'(t) = (1—cost, sint)
=a(t) =y(t)
pro usecku: ¢(t) =(_t , 0 ), ¢'(t)=(1, 0)
=z(t) =y(t)

a po dosazeni dostaneme

2 2
obsah(E):—/ﬁ-d§+/ﬁ~d§:—/ﬁ((p(t))~go’(t) dt+/ﬁ(z/}(t))-z/}’(t):
C1 Ca 0 0
2 2
:_/(0, t —sint) (1 C(;St>dt+/(0, t) (é)dt:
0 0 ————
=0
27 2 2
:/t.(—sint)+sin2t dt = [tcost]gﬂ—/costdt—i—/sin% dt=2r—0+7=3rm.
0 D S 0
—_— —

=0 =T

Pi. (Greenova véta)
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Pomoci Greenovy véty spocitejte
/ y? de + 3zy dy
c

kde C = C; UCs je hranice mezikruzi uréeného zédporné orientovanou kruznici C; s polomérem 2 a stiedem v
pocatku a kladné orientovanou kruznici C, s polomérem 1 a stfedem také v pocatku.

Reseni:
Orientace hranice mezikruzi je opa¢nd nez orientace pro Greenovu vétu (spravna orientace znamend, ze
pii postupu podél hranice mame oblast po levé strané). Nase oblast je tvaru

M: 12<a?+442<2?

a pole je .
F(a,y) = (y*, 3zy) .

Muzeme proto psét

T=T COS
/F~d§//<%(m> dS:f//i%nyde://fde: Yensy | =
ox oy ) 0< <o

c M M
21 2 2 2
://frzcosga dr dp = /77'2 dr | - /coscp de | =0.
01 1 0

1.2 Stokesova véta

Stokesova véta je zobecnénim Greenovy véty z R? do R3, kdy ptvodné rovnou plochu uz uvazujeme riizné
zakfivenou v prostoru a spolu s tim i jeji okraj muze byt zakiivend v prostoru.

Stokesova véta: Necht plocha M C R3 a jejf okraj K (M) majf orientace, které jsou navzajem v souladu
(neboli: odpovidaji pravidlu pravé ruky). Pak pro spojité diferencovatelné vektorové pole F= (Fy, By, F3)

plati:
/ ﬁ-d.?://rot(ﬁ)~d§,
M

K (M)

kde

—

rot(F) :=V x F =

o =
v <.

Ox Ay

(om om (or onY on on
Oy 0z’ Ox 0z )’ '

Kk
9 90 9
oz Dy 0z
Fy Fy F3

Poznamka: 7Z predchozi konzultace o plochich pripomenime pravidlo pravé ruky:

Ruku polozime na plochu pobliz okraje tak, aby vektor jeji orientace mitil do dlané a palec ukazoval
smérem dovniti plochy - pak zbylé prsty ukazuji smér orientace okraje), nebo jednoduseji - kdyz obchédzime
plochu podél okraje ve sméru kiivky C, musime ji aktualné mit vzdy po levé strané.

P#. (Stokesova véta)
Pomoci Stokesovy véty spocitejte

e
".111
o
®
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kde ﬁ(gc, y,z) = (xz,2xy,3zy) a C je hranice ¢4sti roviny 3z + y + z = 3, kterd je v prvnim oktantu. Okraj
plochy je orientovany v zdporném smyslu pii pohledu seshora (neboli: jestlize kiivku, kterd tvoii okraj,
zprojektujeme do roviny xy, bude mit tento jeji obraz zépornou orientaci).

Reseni:
Plocha M je trojihelnik. Orientace plochy v souladu s orientaci okraje je tedy smérem dolu (pfi pohledu

zdola bude okraj orientovany v “kladném” smyslu). Normované normélové pole je tak dané smérem
vektoru

n=—(3,1,1).
Daéle mame
~ i 7 Kk
rot(F)=|2 2 2 |= 3z, z—3y, 2y) .
zz 2zy 3xy

Plochu zparametrizujeme jako graf funkce z = 3 — 3x — y, tedy
q)($7y) = (may73 —3x — y)

pomoci mnoziny
U: 0<z<1 & 0<y<3—-3z.

(U je jen projekei M do roviny xy). Pro tecné vektory méame

2 = (1, 0, -3)

& o= (0, 1, -1
a

o 0D

%X(Ty:(g’l’l)'

Protoze tento vektorovy souc¢in ma opacny smér nez zadana orientace 7, musime ho do integralu dosadit

s opaénym znaménkem (nebo prosté zménit poradi vektoru v souc¢inu, tj. dosadit g‘;’ X ‘g—‘f namisto
o

G2 X ay) Takze mame

Fogse oo 0wy o
/ ds = // rot(F dS = // rot (ayxax)dS—

C=K(M) M=3(U)
1 3(1—=z)
z//(Bx,az—Sy, 2y) - 71 ds = // —10z +y) dS = / / y— 10z dy dx =
U 0
19 3 1 7
0

Pi. (Stokesova véta)
Spocitejte préci sily

F(z,y,2) = ((x +1)* + z2)?+ ((y +1)Y + x2)§+ ((z +1)% + yQ)l?

vykonané na ¢éstici, kterd se pohybuje podél okraje éasti sféry a2 + y2 + 22 = 4 lezici v prvnim oktantu.
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Kfivka C dand okrajem této plochy je orientovand v zdporném smyslu pi pohledu seshora (pfesnéji: ve sméru
daném posloupnosti bodu (2,0,0) — (0,0,2) — (0,2,0)).

Reseni:
Jak je vidét z tvaru vektorového pole, integral odpovidajici praci F sily podél uvedeného okraje C bychom
piimym zpusobem poditali asi tézko. Pomuzeme si proto Stokesovou vétou, kterd integral prevede na

—

tok pole rot(F') plochou

M: 22+’ +22=4, z,y,2>0.

Tu musime orientovat tak, aby jeji orientace byla v souladu se zvolenou orientaci kiivky C. To lze
uvidét napt. z naértku a spravnd orientace plochy M je pak smérem do pocdtku souradnic (tedy kdyby
M byla celd sféra, byla by to ta orientace dovnitF).

Pro pouziti Stokesovy véty si spocitame rotaci pole

i 7R 7 7 B
rot(F)=|2 &2 Z|=| & 2 2 |=(@2y—-0,2:-0,22—-0) .
F\ F» Fj (z41)"+27 (y+1)Y+a? (2+1)*+y>

Dale budeme potfebovat jesté plochu M zparametrizovat. K tomu bude nejvhodnéjsi pouzit sférickych
soufadnic (pro r = 2). Parametrizace pak bude

x = 2sindcosy
D y = 2sindsing
z = 2cos?

pro
U: 0<p<35 & 0<9< 5.

Pro vypocet plosného integréalu budeme potiebovat jesté vektorovy soucin

i ]k i i k
od 09
%x%: f% (% g—; =| —2sind¥siny 2sindcosp 0 =

ox dy Jz

5 o 2cosvcosyp 2cosvsing —2sind
= (—4sin®¥cosp, —4sin®Ising, —4sindcos?)

ktery mé zjevné tu spravnou orientaci odpovidajici orientaci plochy (tj. smérem do pocdtku soufadnic),
protoze znaménko z-tové slozky je zaporné pro body z vnitiku mnoziny U. Kdyby souc¢in nemél pozadovanou
orientaci, vzali bychom ho s opaénym znaménkem. Proto ted muzeme psét

o - - ~ d d
/ F.ds= // rot(F)~dS://(rot(F)o<I>)~(g(pxgﬂ)dgodﬁz
C=K (M) M=&(U) U

—4sin? Y cos ¢

= //(4sinﬂsin<p, 4cos¥, 4sindcosp) - | —4sin®Ising | dp di =
U —4sin v cos ¥

=—16 // sin® ¥ (sin ¢ cos @) + (sin® ¥ cos V) sin ¢ + (sin? ¥ cos V) cos  dp dI =
U

w/2 w/2 w/2 w/2
= —16/ sin® ¥ dv |- /sincpcosgo do |+ —16/511121900819 dv |- /(sin<p+cos<p) do | |=
0 (1—cos?d)sin? 0 0 0
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/2 /2
+{f§sin319} '{fcos<p+sin<p =
0 0

_82 1 (16) 16
T3 2 3 R

. w/2 /2
= | — 16(—cos ¥ + % cos® 19)} : [% sin 90]
0

Pi. (Stokesova véta)
Urcete

/<y—z> do+ (z - z) dy + (= — y) dz
C

kde
C: 2°+y*=1 & z4+2=1

je kladné orientovand kiivka pti pohledu seshora.

Resent:
Kiivka C je elipsa, kterd vznikne jako prunik roviny x + z = 1, kterd Sikmo pfefizne povrch vélce
22 + 3% = 1. Mizeme ji chdpat jako hranici plochy

M x2+y2§1&x+z:l

s orientaci nahoru. Pouzijeme proto Stokesovu vétu. Spoc¢itame si rotaci

Protoze pole rot(ﬁ) je konstantni a M predstavuje plochu ohrani¢enou elipsou, jde o celkem lehky
vypocet, ktery si zkusime udélat bez pouziti parametrizace M.

Normované normélové vektorové pole orientované plochy M je uréené normélovym vektorem roviny,
ve které plocha lezi, a sice 77 = %(1, 0,1) (smér vektoru také odpovidd zadani). Muzeme pak psit

/ F §'://rot -dS = //rot S:—Nié/ms.

C=K (M)

Ted uz stacf jen urcit velikost povrchu plochy M (tj. [/ 1 dS). Protoze ale jde o plochu ohrani¢enou
M

elipsou s délkami poloos ¢ =1 a b= /2 (snadno uréfme z obrazku), je obsah roven mab = /2.
Dosazenim pak dostavame

/ ﬁ~d§~~~2\/§4/1d52\f2~\@7r47r

C=K (M)

Nebo prosté muzeme pouzit parametrizaci plochy M - plochu zparametrizujeme jako graf funkce
z=1-—ux, tedy
O(z,y) = (z,y,1 —x)
pomoci mnoziny

U: z2+y2°<1

a dal postupujeme uz obvyklym zpusobem.
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1.3 Gaussova véta

Gaussova véta dévd do souvislosti tok pole F pres okraj (tj. plochu) M = OF trojrozmérné oblasti E v R3
s integralem pfes tuto oblast E.

Definice: Pro zdkladni oblast integrace E C R? tvoif jeji hranice OF uzavienou plochu (tj. plochu bez
okraje, neboli K(9F) = 0). Definujeme si kanonickou orientaci této hranice OF a to jako tzv. vnéjsi. Tato
orientace znamend, ze v daném bodé hranice OF mifi normélovy vektor nejkratsim smérem pry¢ z télesa E.

Véta: Nechf E C R3 je oblast integrace slozend z kone¢né mmnoha zdkladnich oblasti Ei,...,E, s
navzajem disjunktnimi vnitiky. Necht kazda z ploch E; mé kanonickou orientaci (tj. vnéjsi). Pak se hranice
OF skladé z konetné mnoha orientovanych uzavienych ploch My, ..., My takovych, ze

e JE=U" M, C Ui, 9E; a

e pro kazdé i = 1,. ..,k se orientace plochy M; shoduje s orientaci pfislusné ¢ésti vnéjskové orientované
plochy OF; (shoda je samozfejmé az na mnozinu sklddajici se z koneéné mnoha kfivek). Shodnosti
orientaci myslime shodu jejich jednotkovych normalovych poli.

Rozklad OF na plochy M, ..., M} neni jednoznaény a to ani, co se tyce jejich poctu.

Definice: Orientaci okraje OF oblasti integrace E C R? z ptredchozi véty budeme opét oznacovat jako
kanonickou. Tato orientace opét znamend, ze v daném misté hranice JE mii{ normdlovy vektor nejkratsim
smérem pryc z télesa F.

(Je samoziejmé potieba jesté ukdzat, ze takto definovand orientace nezavisi na zpusobu rozkladu E na
zékladn{ oblasti ani na vybéru ploch M,.)

Gaussova véta: Necht & C R? je oblast integrace. Necht plocha, kterd tvoii jeji okraj OF, mé kanonickou
(tj. vnejsi) orientaci. Pak pro spojité diferencovatelné vektorové pole F' = (Fy, Fy, F3) plati

/lﬁ-mﬁ:/é/div(ﬁ) av

kde funkce
.= - o 9 0 1 OF, 0OF, OF;
dlv(F)'—V'F—(a?a*y@)' f@ ~or oy | 9z’

ktera se integruje na oblasti F se nazyva divergence pole F.

Poznamka: Hodnota divergence se interpretuje jako ”zdroj”pole v daném bodé (pfi kladné hodnoté)
piipadné ”odtok”pole v daném bodé (pii zdporné hodnoté). Smyslem Gaussovy véty tedy je, ze celkovy
”soucet”zdroju a odtoku pole v daném objemu odpovida prislusnému toku pole pies okraj.

Pi. (Gaussova véta)
Pomoc{ Gaussovy véty spocitejte tok pole F' = (3z, xy, 2x2) povrchem krychle E = (0,1)3 C R? s vnéjs
orientaci.

Reseni:
Mame
div(F)=3+x+2x =3+ 3z
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a tedy

1 1 1 1 1 1
//ﬁ~d§:///div(f)dV:///3+3x dz dy dz = /3+3xdm . //ldydz :7.
oF E 0 0 O 0 0 0

Pi. (Gaussova véta)
Pomoc{ Gaussovy véty spoéitejte tok vektorového pole F(x,y,z) = (23, y3, 23) a sférou 2? +9% +22 =1
s vnéjsi orientaci.

Reseni:
Méame
E: 22494 +22<1

OE: 22+ +22=1.

Orientace okraje M = JF je ddna vnéjsi normalou.
Mame
div(F) = 3(2? + 32 + 2?)

a Gaussova véta ndm dava
z=rsin ¥ cos ¢
//F dS ///dlv dV /// x _|_y +z)dV yr51n1951n<p

(r,p,9)€(0, 17)0 < (0 27r) x(0,7)

T 2w 1 1 2m ™
3 12
:///3r2-|rzsin19|drdcpd19: /3r4dr . /1d<p . /sinﬁdﬁ 25-271'-22377.
000 0 0 0

Pi. (Gaussova véta)
Pomoci Gaussovy véty urcete

//ﬁ-dﬁ
M

M: z4+y+z=1 & z,4,2>0

kde plocha je

a je orientovand smérem vzhuru a vektorové pole je

F(z,y,2) = (vy, yz, ©2) .

Reseni:
Abychom mohli pouzit Gaussovu vétu, potiebujeme néjakou trojrozmérnou oblast E, jejiz okraj OF
bude obsahovat plochu M a kde tok pole zbytkem okraje, tj. orientovanou plochou 0E \ M bude nulovy.
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Jestlize si zvolime Ctyfstén
E: z24+y+2<1 & z,y,2>0

pak se jeho okraj OF sklad4 z plochy M (jejiz zadand orientace odpovidd vnéjsi orientaci) a ti{ trojihelnika
A1, As a Ag (jejichz orientaci si zvolime také jako “vngjsi”). Pole F' na trojihelniku

Ay 2=0 & y+2>1 & y,2>0

je tvaru ﬁ(O, y,z) = (O, Yz, O) a je proto rovnobézné s plochou tohoto trojihelnika. Proto bude

//ﬁ-d§=
Ay

A podobné to dopadne i pro zbylé trojihelniky.
Celkové tedy budeme mit, ze (pfi vnéjsi orientaci okraje OF) bude

3
J[Foas=[[Fas+y [[Foas= [[Foas.
oE M =LA M

——
=0

Ted tedy pouzijeme Gaussovu vétu. Spoéitame si divergenci

. OF, O0Fy, OF;
div(F) = —+ —+ — = .
v(F) 8x+8y+az ytzta
a Ctyfstén F si roziezeme (kvuli Fubiniové vété) napt. jako
EF: 0<z<1 & 0<y<l—-z & 0<z<l—-z—y

Maéme tedy

1 1—=x
//ﬁ~d§ //F ds = ///dwﬁ dV:// / t+y+zdzdyde =
M 0 0 0

Pi. (Gaussova véta)
Pomoci Gaussovy véty urcete

//ﬁ~d§
M

kde F"(x, y,2) = (z, y, 2) a M je éast paraboloidu z = 1 — 22 — y? pro z > 0 s orientaci danou vektorovym
polem sméfujicim vzhuru.
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(Srovnejte se zaddnim v pfedchozi konzultaci.)

Reseni:
Budeme postupovat podobné jako v predchozim piikladu. Plocha M spolu s kruhem

K: 224+¢4*<1 & 2=0
(jehoz orientace je smérem dolu) tvoi{ hranici OF (s vnéjs{ orientaci) pro téleso
E 0§z§1—(x2+y2).

Pole na kruhu K m4 tvar ﬁ(x, y,0) = (z, y, 0) a je tedy rovnobézné z plochou kruhu. Proto je

//ﬁ-d§:o.
K

Tudiz diky Gaussové vété pak budeme mit:

4/ﬁ.d§4/ﬁ.d§+é/ﬁ.d§ //F d5 = /// div(F /E//W

E —1+1+1 3

—
=0
2 ”:”glol’?(i 27 1 177”2 or 1
= | o<e<or // / 3r dh dr dp = //3r(1 — ) dr dp =
osrs<t 00 0 50
0<z<1— r2
1 27 ) ) 3
- /(T_Tg)dr ’ /3d§0 :(2—4)67r:27r.
0 0

(Srovnejte s vysledkem piikladu v predchozi konzultaci.)
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