MAZ2 - 7. konzultace

1 Mocninné a Fourierovy rady

Mocninné i Fourierovy fady se ¢asto uvazuji i jako komplexni funkce. My se zde pro jednoduchost omezime
jen na realné funkce redlnych proménnych. Mnoh4 tvrzeni by ovsem ve stejné podobeé platila i pro komplexni
pripad.

1.1 Mocninné rady

- 00

Definice: Necht 79 € R a a,, € R pro viechna n € Ny. Radu tvaru Y an(x — x9)", kde x € R, nazveme
n=0

mocninnou radou (se stredem v g )

Véta: Necht fada Y an(x — 20)" konverguje v bodé z; € R. Pak tato fada konverguje (dokonce abso-

n=
lutné) ve vsech bodech z € R takovych, ze |x — x| < |21 — 20|

Tato véta ted umozituje nasledujici definici.

Definice: Polomer konvergence R fady i an(x — xg)™ je hodnota 0 < R < 400 jednozna¢né urcena
podminkou, ze pro kazdé x € R plati "

e |z — 29| < R = fada konverguje (dokonce absolutné),

e |z — 29| > R = fada diverguje.

Mnozina I, kde fada konverguje se nazyva obor konvergence (této fady). Mnozina I je tedy interval, ktery
pripadné obsahuje nékteré krajni body.

Jestlize je tedy R = 400, pak fada konverguje na celé piimce R a jestlize 0 < R < 400, pak fada
urc¢ité konverguje na intervalu (zg — R, zo + R) a muze (ale nemus{) konvergovat i v krajnich bodech tohoto
intervalu.

Véta (o poloméru konvergence):

o + =limsup {/|an| (tzv. odmocninové kritérium)

n—oo
e L= lim la"“‘, pokud tato limita existuje.  (tzv. podilové kritérium)
R 500 lanl

Zde (a pouze jen zde!) pouzivame dohodu, ze % = 400 a %.O = 0 (a to jen proto, aby vzorce byly lépe

+
zapamatovatelné).

Véta (o derivovani a integrovani mocninnych fad):
Necht

fl@) =" an(z —ao)"
n=0

je soucet mocninné fady s polomérem konvergence R > 0. Necht I je obor konvergence teto fady a I° jeho
vnittek. Pak



(a) funkce f mé& na intervalu I° derivace vsech Fadu a plati

oo
g an(x — zo)" Enanx—xo) -1

(b) funkece f je na intervalu I° integrabilni a plati

/f ) dt = Z/ an(t — z0)" dtzz (f:l(;pfxo)n-l-l
0 n

n=0

tedy f ma na I° neurcity integral a plati

[ 0 ae = (3 gt s e

pro C € R.

Véta (o spojitosti mocninné fady):

o0
Mocninna fada f(z) = > an(x — 20)™ je spojitou funkei v kazdém vnitinim bodé oboru konvergence

I. Konverguje-li navic tato fada v levém (resp. pravém) krajnim bodé I, pak je f(z) spojitd v tomto bodé
zprava (resp. zleva).

o0
Dulezity ptiklad: pro geometrickou fadu Y z™ je R = 1, jeji obor konvergence je (—1,1) a jeji soucet je
n=0

> a" =1L prox e (—1,1).
=0

Pi. Urcete polomér konvergence a sec¢téte mocninnou fadu

(o9}

2(2” + (=1)™)nz"

n=0

na vnitiku oboru konvergence.

Reseni:
Polomér konvergence: Vyuzijeme tieba podilové kritérium:
@+ (<)) 1)

lim = lim 2- —
@ (<)l N

Polomér konvergence je tedy R = 5

Soucet: Radu rozepiseme pomoci souc¢tu dvou fad. To muzeme udélat na spoletném oboru konver-
gence téchto fad. Pro |z| < £ plati, ze

oo o0 oo

> @+ (=1)")na Zn (22)" +Z m=2wy m(2e)" T (=) Y on( )"
n=0 n=0 n=0 Y1 n=0 Y2
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protoze polomér konvergence fad na pravé strané je postupné Ry = % a Ro = 1. Pro secteni vyuzijeme
toto: ,
o0 o0 /
1 1
—1 n
o= (o) - (75) =
n=0 n=0 1= Yy (1 B y)
Takze po dosazeni y; = 2x a y3 = —x dostaneme
> 2z T
2"+ (-1)")nz™ = -
T;) (1-22)2 (1+4z)?
pro |z| < 1.
(Zjistovani konvergence na krajich nebylo pozadovano, ale snadno je vidét, ze fada na krajich diver-
guje).

Pi. Urcete polomér konvergence a sectéte mocninnou fadu

[eS)
:L.2n+1

= 2n +1

na vnitiku oboru konvergence.

Reseni:
Polomér konvergence: Muzeme vyuzit podilové kritérium pro obecnou fadu (ne nutné mocninnou):
V nasem ptipadé tedy je

22n+3
. 2n+3 . 2n+1 9
lim ——— = lim —— |z°| = |z°|
n—oo |g2n+l n—oo 2n + 3
2n+1

Tedy fada konverguje pro |r?| < 1 a diverguje pro |z%| > 1, tudiz polomér konvergence je nutné
R=1.

Soucet: Pro |z| < 1 plati, ze

o0
Vzniklou fadu sec¢teme jako geometrickou: Y y™ = — 1, kde vy := 22. Pak uz snadno mame:

n=1

2\ g2t ) 1/ 1 1
n_ —1== -1
(Z;mH4> E:z 1—x2 2(1—x+1+$)

a tedy

i Tes /%( — >1d$%(ln(1$>+ln(1+$))+x+0.

l—2 14«

Po dosazen{ z = 0 dostaneme 0 = % ( —In(1) + In(1)) + 0+ C, tedy C = 0. Takze

53 g?ntl L (e
=T —1n
2 11—z

n=1
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pro |z| < 1.
(Zjistovani konvergence na krajich nebylo pozadovano, ale snadno je vidét, ze fada na krajich diver-
guje).

1.2 Fourierovy rady

Motivaci pro Fourierovy fady (a rozvoj) je snaha vyjadfit funkei s periodou T pomoci " nejbéznéjsich” periodickych
funkci, které zname, tj. pomoci sinu a kosinu. Na rozdil od mocninnych fad, kde jde predevsim o to,
abychom se bodové co nejvice piiblizili hodnoté puvodni funkce, zde nam pujde piedevsim o piiblizeni
pomoci normy v prostoru se skalarnim soucinem. Tento skaldrni sou¢in bude déan integralem. Pro lepsi
predstavu si pfipomenme, jak to v prostorech se skalarnim sou¢inem funguje:

Motivace: Méjme vektorovy prostor V se skaldrnim souéinem (-, -) a navzdjem kolmé nenulové vektory
U1, ..., U, € V. Pro vektor

kde \; € R mame
(W, i) = (Y iy, ) = Y Ny, i) = Niihs, ) = A i3]

tedy

a my mame

Tedy pomoci skaldrniho sou¢inu umime urcit koeficienty A; v zapisu vektoru w. A kromé toho plati i
Pythagorova véta
)1 = IMa]|® + -+ [ Antnl® -

To je motivace pro nésledujici zobecnéni (detaily nebudeme rozebirat):
Uvazujme vektorovy prostor viech integrabilnich funkei na intervalu [0, T] takovych, ze maji i integrabilni
kvadrat na intervalu [0, 7], a skaldrn{ soucin téchto funkef si definujeme jako

T

(f.9) = / F(g(t) dt .

0

(ve skute¢nosti musime jesté ztotoziiovat ty funkce, které neumime rozeznat z hlediska integrélu). Nésledujici
funkce pro w = QT” tvor{ mnozinu navzajem kolmych vektoru (v tomto skaldrnim soucinu):

1, cos(wt), sin(wt), cos(2wt), sin(2wt), ...

Oznacime si obvyklou normu || f|| := +/{(f, f). Pak pro normy téchto vektora mame

T
1112 = /12dt =T
0
T
2 2
|| cos(kwt)||* = /cos (kwt)dt = L
0
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T
: 2 _ .2 _T
|| sin(kwt)|| = /sm (kwt)dt = 5
0
pro k > 1.
Nyni si predstavme, ze chceme ”vyjadiit” funkei f pomoci vyse uvedené mnoziny ortogonalnich funkci
o0
- tedy jako nekonetny soucet ag - 3 + Y. [a cos(kwt) + by sin(kwt)|, kde jsme pouze konstantni funkci 1
k=1
nahradili konstantni funkci %, aby ndm nasledné vzorce vychézely v lepsim tvaru.
Nyni jesté predpokladejme, ze muzeme bez omezeni zaménovat skaldrni soucin a nekone¢nou sumaci

(tj. muzeme postupovat jako v koneéném souctu na zac¢dtku nasich dvah). V tom piipadé tedy dostaneme
nésledujici vztahy

T

[

0

_ (f, cos(kwt)) _ /f s(kwt) d

~ | cos(kwt) |2 ||2

1
o — <f1, 22> _
I3l

Sl

(f,sin(kwt))

by = >~ — /1
E T sin(kwt) |2

/f sin(kwt) dt .

K témto vzorcum jsme tedy dosli ¢isté heuristicky, aniz bychom o jejich vztahu k vySe zminéné radé
mohli v tuto chvili néco fict. Nyni si je naopak vezmeme jako zaklad pro definici Fourierovy fady, o které se
pak daji uz dokazovat tvrzeni.

Definice: Necht f je T-periodickd funkce, kterzi je integrabiln{ na intervalu [0, T7.
Jeji Fourierovu Tadu definujeme jako % + Z [ak cos(kwt) + by, sm(kwt)] kde w = 2—” je jeji frekvence, a

koeficienty jsou definované vyse uvedenymi vzorm Pritazeni Fourierovy fady funkci f pak zapisujeme jako

~ %0y Z ak, cos(kwt) + by sin(kwt)].
k=1

Tvrzeni: (i) Pokud f je lichd, pak ar =0 a by = 7 Tfo(t) sin(kwt) dt (neboli pii rozvoji nepouzivame
sudé funkce cos(kwt) a konstantu 1). ’
(i) Pokud f je suda, pak by = 0 a a = % Tf/Qf(t) cos(kwt) dt (neboli pfi rozvoji nepouzivame liché funkce
sin(kwt)). ’
Pouzili jsme prosté to, ze pro sudou funkci g s periodou T' a pro kazdé c € R je
T Te T/2 T/2
/g(t) dt = / o(t)dt = / o) dt =2 / oL
0 0+c —T/2 0
a podobné pro lichou h s periodou T" a pro kazdé c € R je
T T+e T/2
/h(t)dt: / h(t) dt = / h(t)dt =0 .
0 0+c —T/2
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Jordanovo kritérium: Necht f je T-periodickd funkce, kter4 je po éastech spojitd na néjakém intervalu
I délky T. Piedpokladejme, ze jeji derivace f’ je po ¢dstech spojitd na I

Necht f ~ % + 3 [ay, cos(kwt) + by sin(kwt)]. Pak pro kazdé t € R plati
1

lim
N—o0

Pokud je f navic spojitd na R, pak % + > [ak cos(kwt) + by, sin(kwt)| konverguje k f stejnomérné
k=1

N
(‘1—20 + Z lax, cos(kwt) + by, Siﬂ(kWt)D = 3lfE7) + F(E7)]).

Parsevalova rovnost: Nechf f je T-periodické funkce, kterd m4 koneény integrdl z f a z f2 na néjakém

intervalu I délky T'. Pak pro koeficienty a,, b, z jeji Fourierovy fady plati rovnost
T
5 o0
/f2(t)dt=7° > (af +b3)
0 k=1

Parsevalova rovnost je vlastné zobecnénd Pythagorova véta, jak je vidét z jejiho ekvivalentniho pfepisu

Nl

na tvar:

+Z (|\akcos(kwt)|\2+kusm(mt)u )

A7 = llao - 5]
v k=1
r 2. L p2.L
) k2 k2

T
[ £2(¢) dt ag:
0

Pi. Urcete Fourierovu fadu periodického rozsifeni funkce
fity=1* te[-1,1)

(tj. s periodou T = 2) a urcete jeji soucet.

f(t)
1 —
t
-3 -2 -1 1 2 3
Reseni:
Pro nasi funkci f mame T = 2, takze w = 7. Dostavame tak
2 1 1
g/f /f(t)dt:/tht:
0 -1 21
1 1 1
ay = %/t2 COS(kﬂ't) dt = 2/152 cos(kmt) d [ 21> sm(kﬂ) /41&% dt =
1
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(km)? (k)2 m2k2 (k)3 -0 w2k2 7
—_———
=0

1
|:4tcos(k7rt) / COS(kﬂ't) dt — 4COS(I€7T) i |:4sin(k7rt):|t:1 _ 4(_1)k
t= t
0

—_——

1
b, = %/If2 sin(knt) dt = 0.
-1 lichd

Periodické rozsifeni funkce f je vSude spojité a podle Jordanova kritéria konverguje viude k ptvodni
funkci, tj.

f=%+ Z 47(72;3k cos(kmt).

=14 Z 47(5,1? cos(kmt)

prot € [—1,1].
Konkrétni volbou pro ¢ = 0 pak takto ziskdme vztah

a pro t = 1 pak podobné

Parsevalova rovnost %ﬁ + Y (af +b2) = [ f?(t)dt ndm pak dava dalsi vzorec

k=1 -1
o 1
2 16 _ 4 2
§+Zﬂ‘4k4 */t dt*s
k=1 1
a tedy
oo
1 d
> =%
k=1

Pi. Naleznéte Fourierovu fadu pro periodické rozsifeni funkce

f(t) =sint, te[-F,

ol

)

(tj. s periodou T' = 7) a urcete jeji soucet.
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Reseni:
Pro Fourierovu fadu funkce f méme: T = 7, w = 2% =2a % = % Z lichosti f plyne, ze vSechny
koeficienty ay, jsou nulové. Pro koeficienty by (opét z lichosti) méme

2 2
b, =2-— [ sint-sin(2kt) dt = — (cos(2k — 1)t — cos(2k + 1)t) dt =
T T

O\ml:\
O\ml:\

t=

B}

_ 2|sin(2k — 1)t sin(2k + 1)t
7 2k — 1 2k +1

_ 2 (71)k+1 (71)k B 8k(*1)k+1
T\ 2%k—1  2k+1) w(4k2-1)

protoze
sin ((2k + 1)%) =(-1)*prokez.

Dostdavame tak

0 8k(_1)k+1 )
f~ —————sin2kt, t € R.
R

Periodické rozsifen{ funkce f neni spojité v bodech t = 5 + km, k € Z. V téchto bodech konverguje
Fourierova fada k hodnoté $[f(¢7) + f(¢tT)] = 0. Ve vSech ostatnich bodech konverguje Fourierova fada
k periodickému rozsiteni funkce f a jeji graf je:

F.i. pro f

Poznamka: Pouzili jsme vzorce
cos(xz +y) = coszcosy — sinzsiny

cos(x —y) = coszcosy + sinzsiny

a tedy
(cos(:v —y) — cos(z + y)) .

N | =

sinzsiny =

P#. Naleznéte Fourierovu fadu pro periodické rozsiteni funkce

1, telo,1),
f(t){ —2 ,teh 2%.

)
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(tj. s periodou T = 2) a urcete jeji soucet.

f(t)
L o 1 ° —
| | | |
| | | |
— ¢
-2 —1 1 2
| | | |
! =1 - ! !
| | | |
| | | |
—d ® [>) T ° o
Reseni:
Pro Fourierovu fadu funkce f mame: T = 2, w = 2% =ma % = 1. Funkce neni ani suda ani licha, ale

1 3, telo,1),
o) =10 +5=1
-5 , te[-1,0).
g(t)
2 =4
—0 —o —
| | | |
| R e | |
| | | |
| | | |
i i i —t
-2l 1 2
BRI
—d ———0 ——9
_9 L
Najdeme ted Fourierovu fadu pro funkci g (s periodou T' = 2 a frekvenci w = 2%
dostdavame a; = 0 pro i = 0,1,... a pro zbylé koeficienty mame

T/2 1
by — 4 . _ 3 . _ cos(kmt) t=1 _
k=7 [ g(t)sin(kwt)dt =2 [ 5sin(knt)dt = =3 | =" T
0 0

- 3 1_(_1)k o 0 ,k Sudé
N km 71'(27?—1) Jk=2n—-1, neN
pro k € N.
Takze - -
frd=g~ >3 EEWsin(hnt) = Y 8 sin (2 — 1)nt)
k=1 n=1
a podle Jordanova kritéria je
= 0 teZ
Z 7“2271) sin ((2n — 1)7rt) = b€
= g(t) ,teR\Z.

vhodnym posunutim ziskdme funkci g, kterd (témeér) lichd je (alespon z hlediska integrélu), a sice:

= 7). Z lichosti g
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Upravou pak ziskame:

1 teZ
1 6 : 2 ’
Nf—+g —— sin ((2n — 1)7t) =
I 2 n=1 men=D) (( : ) {f(t) S R\Z‘ .

kde soucet Fourierovy fady pro f ma graf

F.i. pro f

° o 1 o o—

| | | |

| | | |

o e

-2 el é P

| | | |

| | —1 | |

| | | |

| | | |
—0 6——9

To, ze jsme takto ziskali skuteéné Fourierovu fadu pro f, plyne z jeji jednoznacnosti (nebo snadno z

linearity vypoctu koeficientu).

Pi. Naleznéte Fourierovu fadu pro periodické rozsifeni funkce

cost ,te(-%,%)

ft) =

0 , te (5,3

N %/t

Reseni:
Perioda nasi funkce je T' = 27, frekvence je w = %’T =1la % = % Funkce f je suda. Proto by = 0
pro k=1,2,... a dale ze sudosti f mame pro zbyle koeficienty Fourierovy fady funkce f, ze:
T w/2 y
1 1 2 t=r/2 2
a0:2~—/f(t)dt:2~—/costdt:—[sint} = —.
™ ™ T t=0 7
0 0
T /2 /2
1 1 1
ag =2-— /f(t) cos(kt)dt =2 - — / costcos(kt)dt = — / (cos(k + 1)t + cos(k — 1)t) dt =
™ ™ ™
0 0 0
1 [sin(k+ 1)t sin(k—1)t] "
sin(k + sin(k —
= {déle plati k>2}=— =
{dale plati pro k > 2} - ] 1 L_O
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0 , k liché
- (=»" , (=n"? 2(-1)" _
%(271421—’—(27171 ) m k=2n, neN
protoze

sin ((2n + 1)%) (-1)*proneZ.
Pro k = 1 mame

v 1 [sin2t /2
al—/(cos2t+1)dt—|: +t:| —
u us 2 =0
0
Takze dostadvame -
~ %4 Z ar cos(kt) + by sin(kt)] =
n+1
= — t 2nt
+ cost + Z - —=——C0S2n

(ar, = 0 pro lichd k a pro suda jsme to piepsali pomoci k = 2n)

Periodické rozsiteni funkce f je viude spojité a podle Jordanova kritéria konverguje vsude k puvodni
funkci, tj.

1 1 1)n+t
f()f—+§cost+zﬂ_ (471%(30327%
pro vSechna t € R.

Poznamka: Pouzili jsme vzorce

cos(x 4+ y) = cosxcosy — sinzsiny

cos(x —y) = coszcosy + sinzsiny
a tedy

COSIT COSY =

N | =

(cos(:v + y) + cos(z — y)) .
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