
7. cvičeńı z Matematické analýzy 2

3. - 7. dubna 2023

Fubiniho věta: Nechť

� E ⊆ R
2 je oblast integrace (tj. množina, na které má v̊ubec smysl se o integrál nějaké funkce zaj́ımat, např. určená

grafy nějakých spojitých funkćı),

� f : E → R je funkce spojitá na vniťrku E◦ oblasti E a

� dvojný integrál z absolutńı hodnoty funkce f je konečný, tj.
∫∫

E

|f | dS < ∞ (např. pokud funkce je omezená a oblast E

je také omezená).

Pak existuje dvojný integrál
∫∫

E

f dS a plat́ı

∫∫

E

f dS =

∫

π2(E)

(

∫

(vodorovný) řez množinou E
pomoćı př́ımky R× {y}

f(x, y) dx

)

dy

∫∫

E

f dS =

∫

π1(E)

(

∫

(svislý) řez množinou E
pomoćı př́ımky {x} × R

f(x, y) dy

)

dx,

kde π1, π2 : R2 → R jsou projekce na jednotlivé osy, tedy π1(x, y) = x a π2(x, y) = y.

7.1 (dvojný integrál - Fubiniho věta)
Změňte pořad́ı integrace v integrálu

(i)
∫ 4

0

∫

√

x

x/2

f(x, y) dy dx

(ii)
∫

−1

1

∫ 1+
√

1−x2

x2

f(x, y) dy dx.

Řešeńı:

V těchto př́ıkladech procvičujeme jen záměnu integrace, takže předpokládáme, že funkce f předpoklady
Fubiniho věty splňuje.

(a) Základńı oblast integrace je

E : 0 ≤ x ≤ 4 & x/2 ≤ y ≤
√
x.
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Po rozřezáńı oblasti E ve směru osy y máme

E : y2 ≤ x ≤ 2y & 0 ≤ y ≤ 2.

Záměna integrace pak vyjde jako:

4
∫

0

x/2
∫

√

x

f(x, y) dy dx =

2
∫

0

3y
∫

y2

f(x, y) dx dy.

(b) Základńı oblast integrace je

E : −1 ≤ x ≤ 1 & x2 ≤ y ≤ 1 +
√

1− x2.

1

2

x

y

E1

E2

y = x2

x2 + (y − 1)2 = 1

0

Vodorovný řez bude svým popisem záviset na výšce řezu. Horńı část je určena křivkou y = 1 +√
1− x2 tedy x2 + (y − 1)2 = 1, což je kružnice. Oblast proto rozděĺıme na dvě oblasti

E1 : −1 ≤ x ≤ 1 & x2 ≤ y ≤ 1

E2 : −1 ≤ x ≤ 1 & 1 ≤ y ≤ 1 +
√

1− x2.
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Po výměně pořad́ı integrace máme

E1 : 0 ≤ y ≤ 1 & −
√
y ≤ x ≤

√
y

E2 : 1 ≤ y ≤ 2 & −
√

1− (y − 1)2 ≤ x ≤
√

1 + (y − 1)2.

Záměna integrace pak vyjde jako:

∫ 1

−1

∫ 1+
√

1−x2

x2

f(x, y) dy dx =

∫ 1

0

∫

√
y

−
√
y

f(x, y) dx dy +

∫ 2

1

∫

√
1−(y−1)2

−

√
1−(y−1)2

f(x, y) dx dy.

7.2 (dvojný integrál - Fubiniho věta)
Vypoč́ıtejte hodnotu integrálu:

(a)
∫∫

E

e
x

y dS,

kde oblast E je trojúhelńık s vrcholy (0, 0), (1, 1) a (10, 1).

(b)
∫∫

E

1

y4 + 1
dS

kde oblast E je omezena křivkami x = y3, y = 2 a x = 0.

Řešeńı:

(a) Oblast E je trojúhelńık:
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Na prvńı pohled je jednodušš́ı zkusit integrovat nejdř́ıve podle x.

E : 0 ≤ y ≤ 1 & y ≤ x ≤ 10y

∫∫

E

e
x

y dS =

1
∫

0

10y
∫

y

e
x

y dx dy =

1
∫

0

[

ye
x

y

]x=10y

x=y
dy =

1
∫

0

y
(

e10 − e
)

dy =
1

2

(

e10 − e
)

.

Poznámka: Vyšeťŕıme si ještě pro pořádek chováńı f na E v bodě (0, 0). Protože pro (x, y) ∈ E máme y ≤ x ≤ 10y

a 0 < y, tak 1 ≤ x
y
≤ 10 a tedy e1 ≤ e

x

y ≤ e10. Funkce f je proto na E \ {(0, 0)} omezená, kladná a spojitá a integrál na

celé E tedy existuje a je konečný.
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(b) Oblast je tvaru (viz obrázek).
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Výhodněǰśı bude funkci nejdř́ıve integrovat podle proměnné x. Takže

E : 0 ≤ y ≤ 2 & 0 ≤ x ≤ y3,

a dostáváme tak
∫∫

E

1

y4 + 1
dy dx =

2
∫

0

(

y3

∫

0

1

y4 + 1
dx
)

dy =

2
∫

0

y3

y4 + 1
dy =

=
[ ln(y4 + 1)

4

]y=2

y=0
=

ln 17

4
.

Těžǐstě tělesa E ⊆ R
2 o (nezáporné) hustotě ̺(x, y) : E → R se definuje jako bod T = (T1, T2) ∈ R

2 kde

T1 =
1

m

∫∫

E

x · ̺(x, y) dS,

T2 =
1

m

∫∫

E

y · ̺(x, y) dS,

a m =
∫∫

E

̺(x, y) dS je hmotnost tohoto tělesa.

7.3 Určete těžǐstě

(i) trojúhelńıku s vrcholy (0, 0), (1, 1), (4, 0), jehož plošná hustota je ̺(x, y) = x.

(ii) útvaru omezeného křivkami xy = 1 a x+ y = 5
2 , jehož plošná hustota je ̺(x, y) = 1.

Řešeńı:

Oblast E je ve všech př́ıpadech konvexńı, takže těžǐstě bude ležet v E. Je dobré si vždy u výsledk̊u tuto
vlastnost v př́ıpadě konvexńıch množin zkontrolovat.

(a) Oblast integrace je
E : 0 ≤ y ≤ 1, y ≤ x ≤ 4− 3y.
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Jednotlivé integrály tedy jsou

hmotnost:

m =

∫∫

E

̺ dS =

1
∫

0

(

4−3y
∫

y

x dx
)

dy =

1
∫

0

[x2

2

]x=4−3y

x=y
dy =

=
1

2

1
∫

0

(3y − 4)2 − y2 dy =
1

2

[ (3y − 4)3

9
−

y3

3

]1

0
=

10

3

x-ová souřadnice těžǐstě:

T1 =
1

m

∫∫

E

x̺(x, y) dS =
3

10

1
∫

0

(

4−3y
∫

y

x2 dx
)

dy =
1

10

1
∫

0

[

x3
]x=4−3y

x=y
dy =

=
1

10

1
∫

0

(4 − 3y)3 − y3 dy =
[

−
(4− 3y)4

120
−

y4

40

]1

0
=

21

10

y-ová souřadnice těžǐstě:

T2 =
1

m

∫∫

E

y̺(x, y) dS =
3

10

1
∫

0

(

4−3y
∫

y

xy dx
)

dy =
3

20

1
∫

0

[

x2y
]x=4−3y

x=y
dy =

=
3

20

1
∫

0

y(4− 3y)2 − y3 dy =
6

5

1
∫

0

y3 − 3y2 + 2y dy =
6

5

[y4

4
− y3 + y2

]1

0
=

3

10
.

(b) Oblast E je vnitřńı část hyperboly xy = 1 která je oř́ıznutá př́ımkou x+ y = 5
2 .
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Potřebujeme zjistit rozsah proměnných neboli pr̊uniky hyperboly s př́ımkou:

(

xy = 1 ∧ x+ y =
5

2

)

⇔

(

(x, y) =
(

1
2 , 2
)

∨ (x, y) =
(

2, 1
2

)

)

Množinu E tedy zaṕı̌seme jako

E : 1
2 ≤ x ≤ 2 & 1

x ≤ y ≤ 5
2 − x

Vzhledem k symetrii E budeme mı́t T1 = T2.
hmotnost:

m =

∫∫

E

̺ dS =

2
∫

1
2

(

5
2
−x
∫

1
x

1 dy
)

dx =

2
∫

1
2

5

2
− x−

1

x
dx =

15

4
−
[x2

2
+ lnx

]2

1
2

=
15

8
− 2 ln 2

T1 = T2 =
1

m

∫∫

E

x̺(x, y) dS =
1

m

2
∫

1
2

(

5
2
−x
∫

1
x

x dy
)

dx =
1

m

2
∫

1
2

5

2
x− x2 − 1 dx =

=
1

m

[5x2

2
−

x3

3
+ x
]2

1
2

=
1

m

9

16
=

9

30− 32 ln 2

.
= 1.151 .

Věta o substituci: Nechť U ⊆ R
2 je oblast integrace a Φ : U → R

2 je zobrazeńı (nazývané parametrizace). Nechť dále
plat́ı, že

� Φ je spojité na U ,

� Φ je prosté a spojitě diferencovatelné na U◦ (tj. na vniťrku U)

� det(dΦ) 6= 0 všude na U◦ a

� množina ∂U se skládá ze spojitě diferencovatelných křivek, př́ıpadně bod̊u (tj. jej́ı př́ıspěvek k hodnotě jakéhokoliv
integrálu je nulový)

Nechť f je integrabilńı funkce na Φ(U). Pak
∫∫

Φ(U)

f(x, y) dx dy =

∫∫

U

(f ◦ Φ)(α, β) · |det(dΦ(α, β))| dα dβ.

7.4 (vyjádřeńı oblasti v polárńıch souřadnićıch)
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Vyjádřete integrál
∫∫

E

f(x, y) dx dy

v polárńıch souřadnićıch v pořad́ı d̺ dϕ pro oblasti

(i) E, která je plochou trojúhelńıka s vrcholy (1, 0), (2, 0) a (1, 1).

(ii) E : 0 ≤ x ≤ 1 & x2 ≤ y ≤ 1.

Řešeńı:

Pro parametrizaci oblasti E v polárńıch souřadnićıch v pořad́ı d̺ dϕ urč́ıme nejdř́ıve rozsah proměnné
ϕ. Pro pevně zvolené ϕ pak urč́ıme rozsah proměnné ̺.

(a) Oblast E je trojúhelńık ohraničený př́ımkami x = 1, y = 0 a x+ y = 2 a dá se popsat také jako

E : 1 ≤ x ≤ 2 & 0 ≤ y ≤ 2− x

0 1 2

1

x

y

E

x = 1

y = 2− x
0

Pro parametrizaci oblasti E v polárńıch souřadnićıch v pořad́ı d̺ dϕ urč́ıme nejdř́ıve rozsah proměnné
ϕ, což je 0 ≤ ϕ ≤ π

4 . Pro pevně zvolené ϕ teď urč́ıme rozsah proměnné ̺. Ten je ze zdola určený př́ımkou
x = 1 a shora př́ımkou x + y = 2. Po dosazeńı x = ̺ cosϕ a y = ̺ sinϕ do těchto rovnic pak máme
omezeńı proměnné ̺ shora pomoćı

̺ cosϕ+ ̺ sinϕ = x+ y = 2 ⇒ ̺ =
2

cosϕ+ sin ̺

a zdola pomoćı

̺ cosϕ = x = 1 ⇒ ̺ =
1

cosϕ

Parametrizace U oblasti E v polárńıch souřadnićıch je tak dána jako

U : 0 ≤ ϕ ≤
π

4
&

1

cosϕ
≤ ̺ ≤

2

cosϕ+ sinϕ

takže přepis integrálu je následuj́ıćı

∫∫

E

f(x, y) dx dy =

π/4
∫

0

2
cos ϕ+sinϕ
∫

1
cosϕ

̺ · f(̺ cosϕ, ̺ sinϕ) d̺ dϕ .

(b) Postupujeme podobně jako v (a). Oblast E je potřeba rozdělit na dvě části podle předpisu
hraničńıch křivek - jedna je y = x2 a druhá y = 1.
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Po dosazeńı polárńıch souřadnic pak máme v jedné části omezeńı proměnné ̺ shora pomoćı

̺ sinϕ = y = x2 = ̺2 cos2 ϕ ⇒ ̺ =
sinϕ

cos2 ϕ

a v druhé

̺ sinϕ = y = 1 ⇒ ̺ =
1

sinϕ

Parametrizace U oblasti E v polárńıch souřadnićıch je tak dána jako

U :
(

0 ≤ ϕ ≤ π
4 & 0 ≤ ̺ ≤ sinϕ

cos2 ϕ

)

∨

∨
(

π
4 ≤ ϕ ≤ π

2 & 0 ≤ ̺ ≤ 1
sinϕ

)

takže přepis integrálu je následuj́ıćı

∫∫

E

f(x, y) dx dy =

π/4
∫

0

sinϕ

cos2 ϕ
∫

0

̺ · f(̺ cosϕ, ̺ sinϕ) d̺ dϕ+

π/2
∫

π/4

1
sinϕ
∫

0

̺ · f(̺ cosϕ, ̺ sinϕ) d̺ dϕ .
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