8. cviceni z Matematické analyzy 2

10. - 14. dubna 2023
(1. zapoctovy test)

8.1 (poldrni soufadnice)
Pouzitim polarnich soufadnic spocitejte integraly

(a)

Reseni:
Polérni soufadnice je vhodné pouzivat vzhledem kdyz mmnozina a/nebo funkce vykazuji rotacni
symetrii. Je to transformace s predpisem

o T = reosg
y = rsing
jejiz jakobidn je det @ = r.
(a) Oblast integrace je
E: -2<2<2 & 0<y<+\4-—22

coz je pulkruh o poloméru 2 v horni poloroviné a se stiedem v pocéatku.

Jeho parametrizace E = ®(U) pomoci polarnich soufadnic ® je tvaru

U: 0<p<7m & 0<r<2.




takze mame

2 V4—x2
22 — 2 22 — 2
/ / ———dy dx = // 7'dS://rQ(coszw—sin2gp)drdcp:
/2 2 /2 2 —_———
-2 0 =ty E=%(U) Tty U =cos2¢
2 ™
= /err . /cos2<pd<p =0.
0 0
—_—————

=0

(b) Oblast integrace je
E: 0<z<1 & z<y<v2—a2

coz je kruhova vysec.

Jeji parametrizace E = ¥(U) ve sférickych soutadnicich je tvaru

U: 0<r<vZ & T<ps<z.

T
4
Takze mame

V2—x2

1
x x
/ / ——dy dx = // 7dS://rcos<pd7’d<p:
/2 2 [22 1 2
0 T Tty E=Y(U) Y U

2

V2 V2 3

2 V2 V2

= rcosy dr dp = rdr| - cospdp | =1- 1—7 :1—7.
T 0 0 z

4

Poznamka: Pouzili jsme vztah

] 1@aw av = ( [ 16@) ax) - ([ otw) av)
X Y

XxXY

pro integrabilni funkce f: X - Rag:Y — R.
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8.2 (linedrni substituce)
S pouzitim substituce urcete

/E/<x+2y>mm

kde FE je omezend oblast uréena kiivkami y =z, y=x — 1, x +2y =0, v 4+ 2y = 2.

Reseni:
Oblast E zjistime z nacértu:

y y:x/
z+2y=2 s
v
~ /
\\1\) e
~ /
DR
x+2y=20 7
~ E \\
\\
= T
v
v
/ o 1
// 4 T~
s -
/ ~

Je to tedy
EF: z—-1<y<z, 0<zx+4+2y<2
coz jesté prepiseme jako
E: 0<z—y<1l, 0<z+2y<2.

Vzhledem k tvaru mnoziny i funkce se nabizi pouzit (linedrni) substituci ¥, kterou zaddme pomoci
jejl inverze:

u
v

r—=y

-1,
v T+ 2y

Mmnozina
U: 0<u<1l & 0<0v<2.

ziejmé parametrizuje F jako E = U(U).
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Pro jakobian mame

1 1
det(d¥) = _
Haw det (d(\IJ—l)) det (] 3')

W =

Po substituci pak mame

// (x+2y)€/ﬂdA_4/v€/ﬂ~%dudv_%jojv%dudv_

E=¥(U)
2

1
1 1 u=1 1
=5\ fraw) (fvman) =52 ] =5
0

4 u=0
0

8.3 (linedrni substituce)
Pouzijte substituci u = x + 2y, v = x — y pro vypocet integralu

2
3 2—2y

/ / (x4 2y)eY™7 dx dy.
0y

Reseni:
Oblast integrace je

2
E: O0sy=<g wyszs2-2%
Jde o trojihelnik s vrcholy (0,0), (2, 2) a (2,0).
) =
r=2-2y Y x//
- /
~d //
> s
~ o Va
\\ /
E
P } f\\\ Y
K 1 2
7

Substituce ® je linearni zobrazeni, které je zadano svou inverzi, tedy

()= (3)=-( 2) ()

Trojihelnik lze vyjadiit jako tzv. konvexni obal ze svych vrcholu (tj. nejmens{ konvexn{ mnozinu,
kterd obsahuje dané vrcholy - pro body A1, ..., A, je konvexni obal [A41, ..., A,], ddn jako

[Ar, o Anla =) NA [0S A, & YN =1)).
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Protoze (prosté) linedrni zobrazeni ® konvexni obaly zachovdva, je mnozina U takova, ze ®(U) = E,
dand také jako konvexni obal z vrchola

®~1(0,0) = (0,0)

2 2
1
=, =) =1(2,0
(373) (2,0)
(1)71(270) - (2a 2)
Tedy
U: 0<v<u 0<u<2
v
2 ;//;:u
1
- u =2
U
7 i u
.7 1 2
7 !
Déle je (@71) = (1 %), det @’ = m = —1. Po substituci pak mdme
3 2-2y
1
//(:17—|—2y)ey7””d:cdy: // (a:—|—2y)ey7””d5'://ue7”-§d$:
0y E=3(U) U
. 2 . 2 B . 2 L ,
:g//uefv dv du:§/u[—67”L:0 du:§/u(1—87“) dUZE{%—i—(u—i—l)e*“ .=
00 0 0
=1+e 2

Page 5



