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11.1 (sférické souřadnice)
Určete moment setrvačnosti J tělesa

E : x2 + y2 + z2 ≤ 1 & 0 ≤ z ≤
√
x2 + y2 .

s hustotou σ(x, y, z) = 1 vzhledem k ose otáčeńı z, tj. integral

J =

∫∫∫
E

x2 + y2 dV .

Řešeńı:
Těleso E je horńı polokoule s vyjmutým kuželem, jehož špička je ve středu koule. Parametrizace pomoćı
sférických souřadnic je

Ψ :
x = r sinϑ cosφ
y = r sinϑ sinφ
z = r cosϑ

s oblast́ı parametrizace

U : 0 ≤ r ≤ 1 & 0 ≤ φ ≤ 2π &
π

4
≤ ϑ ≤ π

2
.
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∫∫∫
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π
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π
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√
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11.2 (sférické souřadnice)



Pomoćı sférických souřadnic spoč́ıtejte: ∫∫∫
E

z dV.

kde
E : x2 + y2 + z2 ≤ 18,

√
x2 + y2 ≤ z, y ≥ 0, x ≥ 0

Řešeńı:
Oblast integrace je pr̊unik koule, kuželu a prvńıho oktantu (tj. oblasti x, y, z ≥ 0). Jako parametrizaci
E si vezmeme sférické souřadnice

Ψ :
x = (r sinϑ) cosφ
y = (r sinϑ) sinφ
z = r cosϑ

a oblast
U : 0 ≤ r ≤

√
18 & 0 ≤ φ ≤ π

2
& 0 ≤ ϑ ≤ π

4
.

Můžeme tedy psát

∫∫∫
E=Φ(U)

z dV =

∫∫∫
U

r cosϑ · r2 sinϑ dV =

√
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0

π
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0

π
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11.3 (sférické souřadnice)
Spoč́ıtejte ∫∫∫

E

xe(x
2+y2+z2)2 dV

kde
E : 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 2 & z ≥ 0 .

Řešeńı: zde.

11.4 (sférické souřadnice)
Určete hmotnost tělesa

E : x2 + y2 + z2 ≤ 1 & z ≥
√
x2 + y2,

s hustotou σ(x, y, z) = x2 + y2.
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Všimněte si, že výsledný integrál, tj.
∫∫∫
E

x2 + y2 dV , popisuje také moment setrvačnosti tělesa E, které

má konstantńı hustotu 1.

Řešeńı: zde.

11.5 (křivkový integrál z funkce)
Spoč́ıtejte

∫
C
f ds, kde f(x, y, z) = xeyz a C je úsečka vedoućı z bodu A = (0, 0, 0) do bodu B = (1, 2, 3).

Řešeńı: zde.

11.6 (křivkový integrál z funkce)

Spoč́ıtejte
∫
C

√
x2 + y2 ds, kde C je horńı polovina kružnice o poloměru 1

2 se středem v ( 12 , 0) jdoućı v

kladném smyslu z bodu (1, 0) do bodu (0, 0).

Řešeńı: zde.

11.7 (křivkový integrál z vektorového pole)
Určete ∫

C

2xy dx− x2 dy

kde C je část paraboly x = 2y2 jdoućı z bodu (0, 0) do bodu (2, 1).

Řešeńı: zde.

11.8 (křivkový integrál z vektorového pole)
Určete ∫

C

y dx− x dy

kde C je asteroida určená parametrizaćı

φ : x = a cos3 t & y = a sin3 t & 0 ≤ t ≤ 2π

s parametrem a > 0 a orientaci danou touto parametrizaci. (Asteroida je křivka daná rovnićı x
2
3 +y

2
3 = a

2
3 ).

Řešeńı: zde.

11.9 (délka křivky)

Určete délku křivky C, která je grafem funkce f(x) = x3

6 + 1
2x , x ∈ ⟨ 12 , 2⟩.

Řešeńı: zde.

11.10 (délka křivky)
Určete délku cykloidy Γ s parametrizaćı

φ : x = t− sin t ∧ y = 1− cos t

kde 0 ≤ t ≤ 2π. Cykloida je křivka určená dráhou bodu, který je na kružnici (zde s poloměrem a = 1), která
se vaĺı bez třeńı po př́ımce.

Řešeńı: zde.
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