13. cviceni z Matematické analyzy 2

12. - 16. kvétna 2025

13.1 (konzervativni pole, potencial)
Naleznéte funkci g(x) tak, aby vektorové pole

—

F = (ysinz + yxcosx + €Y, g(x)+ ze?)
bylo potencidln{ na celém R? a g(0) = 0.

Reseni: zde.

13.2 (konzervativni pole, potencial)
Pro které hodnoty a, b je pole F' = (—zy + x, ax? + by) potencidlni? Naleznéte jeho potencidl.

Reseni:
Pole je definovdno na R?. Nutnid podminka pro potencidlni pole F je %(a) =
a € R?. Tedy

OF;
dy

(a) pro vsechna

OF,  0(ax® + by)

272 -9
Ox Ox “
oF; _ O(-ay+x)
dy 9y
proto 2ax = —x a to plati pravé kdyz a = —%. Pro tuto volbu najdeme potencidl, tedy funkci
f:R2 =R, ze
0
a—i =F=—-zy+=z
af x?
—=F=——+45b
oy 2 5 + by

coz dosadime do druhé rovnice

£+b e
2 y_ay

2 0 (£2 2 0A(y)

tedy
Ay
Proto méme A(y) = [by dy = by; + C, kde C € R. Takze potenciél pro a = f% je

2

2
f(x,y):?(l—y)—i—b?—i—c.
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13.3 (konzervativni pole, potencidl)
Urcete potencidl pole

—

F(z,y,z) = (1 +yzcoszy, xzcosxy, —2z-+sinzy) .

Reseni:

Potencidl je funkce f : R3 — R takova, ze
of
ox
of
dy
of
8z

1+ yzcoszy
= zzcoszy
= —2z+sinzy .
Z prvni rovnice dostaneme
flz,y,2) = /(1 +yzcoszy) de =z + zsinxy + C(y, 2),

kde C : R? = R je neznamé funkce z4visld nyni pouze na y a z. Nalezeny tvar funkce f ted dosadime
do druhé rovnice

Lo _ o0, _ 00
TZCOSTY = " oy (m—i—zsmxy—i—C(y,z)) = xzcosxy + 9y
tedy
oC
@(yaz) =0.

Protoze leva strana nezavisi na proménné x, nesmi se tato proménnd objevit ani na druhé strané rovnice
- coZ nastdvé a tedy muzeme s feSenim pokracovat. Dostavdame

Cly2) = [0.dy=D(:),
kde D : R — R je opét nezndma funkce zavisla uz pouze na z. Zatim tedy mame
flz,y,2) =z + zsinay + D(z)

a dosazenim do posledni rovnice méame

. af o , . oD
—2z +sinxy = 5 = a(x + zsinzy + D(z)) =sinay + E@)
tedy
oD
Z(2) = —22 .
0z (2) N

Opét - pravé strana nezavisi na proménnych z,y, a tudiz se nesmi tyto proménné objevit ani na druhé
strané rovnice - coz nastava a tedy muzeme s feSenim pokracovat. Takze

D(z) = /—22 dz= -2+ K,

kde K € R je konstanta. Celkové tak mame potencidl

f(z,y,2) = + zsinay — 2° + K.
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13.4 (plosny integral z funkce)
Spocitejte

//M(x2 +y? +2%) dS

kde M je plast kuzele z = /22 4+ 92,2 < 1.

Reseni:
Plochu M si muzeme zparametrizovat jako graf funkee z(z,y) = /22 + y*:
O(2,y) = (z,y, Va? +y?)

s definiénim oborem
U: 22+ <1

Méame 00
— xT
or ( 17 07 \/W)
290 __
P o0 __
o x oy ( - \/$2I+y2’ - \/$2y+y2’ 1)

Tyto vztahy neplati jen pro (z,y) = (0,0), ale to je vzhledem k dvojnému integralu nepodstatné.

2 2
Haq> %H:\/ L

7><7
Oxr = Oy 22 +y2 3?4 g2

Takze
//(x2 +y? +2%) dS = //(:132 +y? + 2% (z,y)) ng) X Z(I)H dx dy = //2(x2+y2)\/§ dx dy
" 0y
M U U

T =TCcosp om 1

A 2m 4n1 \/§
_ ) y=rsme _ 2, — T = Y2 9r—
)] 0<p<2n *//2\[27’ rdrdga/Q\@Lldep 5 o =7V2 .
0<r<i1 00 0

13.5 (plosny integral z funkce)
Spocitejte

(@)
[[f=as

kde M je ¢asti valce 22 + y? = 2 vymezend rovinou z = 0 a plochou z = 22 + (y — 1)2.

(b)
4/x+zyd5,

kde M je éasti valce 22 +y? =1, 0 < z < 3 lezici v prvnim oktantu.

Resent: (a), (b).
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13.6 (plosny integrdl z vektorového pole - tok)
Spocitejte

/ﬁ~d§,

M

kde F(x,y, z) = (z, —z, 1) aplocha M : 20 +2y+ 2z =1, z,y,z > 0 je orientovana smérem vzhuru.

Reseni:
Plocha M je trojuhelnik. Plochu zparametrizujeme jako graf funkce z = 1 — 2z — 2y, tedy

(I)(J},y) = (xaya 1—2x— 2y)

pomoci mnoziny
U: 0<z<3 & 0<y<i-=z.

(U je jen projekei M do roviny xy). Pro teéné vektory méme

2 = (1, 0, -2)

%3 = (0, 1, -2
a

0P 9D

%x@:(2,2,1).

Tento vektorovy sou¢in ma spravny smér jako zadana orientace M takze mame

/ﬁ.d§:+//<ﬁo¢)~((§x(§)d52
U

M
2 3 37
://(1—2x—2y, —z, 1)-| 2 dSz//(S—GJ;—4y)dS=//3—6x—4ydyda;:
U 1 U 0 0

1

=[R2 2 (de) dx=i<1—zx>2 dr =~} (1 - 20)")
0

0

O =

13.7 (plosny integral z vektorového pole - tok)
Spocitejte
/ / F.d§
M

(a) F(x,y,2) = (z, —2, y) a M je &ast{ sféry 2?2 +4? + 22 = 1 v 1. oktantu s orientac{ smérem do pocatku.

kde

(b) ﬁ(m,y,z) = (z, ¥%, yz) a M je na plasti kuzelu 2% +y? = (2 — 1)? pro 0 < z < 1 s orientaci danou
vektorovym polem sméfujicim vzhuru.

Resent: (a), (b).
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13.8 (Greenova véta)
Pouzijte Greenovu vétu k nalezeni prace sily

F(z,y) = (2zy°, 42°y?)

vykonané na ¢dstici podél kiivky C, kterd je hranici oblasti M ohranic¢ené kiivkami y =0, z =1 ay =22 v
prvinim kvadrantu. K¥ivka C je orientovéna v kladném smyslu (tj. proti sméru hodinovych rucicek).
Reseni: zde.
13.9 (Greenova véta)
Pomoci Greenovy véty spocitejte

/(3y — Y dy 4+ (Te + y* + 1) dy
c
kde C je kladné orientovana kruznice 22 + y% = 9.
Reseni: zde.

13.10 (Greenova véta)
Pomoci Greenovy véty vypoctéte kiivkovy integral z vektorového pole

F = (ay?, 22%)
podél kladné orientované hranice C trojihelniku M s vrcholy (0,0), (2,2) a (2,4).

Reseni: zde.

13.11 (Greenova véta)
Pomoci Greenovy véty spocitejte obsah plochy v R? omezené cykloidou ¢(t) = (t — sint, 1 — cost) pro
t € (0,27) a osou z.

ResSeni: zde.

13.12 (Gaussova véta)
Pomoci Gaussovy véty urcete

//ﬁ-dﬁ
M

kde F(xz,y,2) = (z, y, 2) a M je &st paraboloidu z = 1 — 22 — 42 pro z > 0 s orientaci danou vektorovym
polem sméfujicim vzhuru.

ResSeni: zde.

13.13 (Gaussova véta)
Pomoci Gaussovy véty uréete tok pole F'(z,y,2) = (y?, 222, (2 — 1)?) povrchem télesa E ohrani¢eného
plochami 2 + 92 = 16, 2 = 1 a z = 5. Povrch m4 vnéjsi orientaci.

Reseni: zde.
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13.14 (Gaussova véta)
Pomoci Gaussovy véty urcete tok pole F(z,y,z) = (x, y?, y + z) povrchem télesa E ohrani¢eného
plochami 22 +y? = 4, z = 2 a z = 4. Povrch m4 vnéjsi orientaci.

ResSeni: zde.

13.15 (Gaussova véta)
Pomoci Gaussovy véty pro vektorové pole

—

F(z,y,2) = (zy, yz, ©z)

urcete [ F - dS kde plochaje M : x+y+2z=1 & =x,y,z > 0 a je orientovand smérem vzhuru.
M
Reseni: zde.

13.16 (Stokesova véta)

Spocitejte préci sily
Fla,y.2) = (@+ 107+ 22) 0+ (+ 1) +22)f + (2 + 1)+ 97k
vykonané na ¢éstici, kterd se pohybuje podél okraje éasti sféry x2 + y2 + 22 = 4 lezici v prvnim oktantu.
Kiivka C dand okrajem této plochy je orientovand v zdporném smyslu pii pohledu seshora (pfesnéji: ve sméru
daném posloupnosti bodu (2,0,0) — (0,0,2) — (0,2,0)).

Reseni: zde.

13.17 (Stokesova véta)
Pomoci Stokesovy véty spocitejte

/ﬁ-dé‘,
C

F(z,y,2) = (x,y,2y)

a kiivka C je prinikem ploch z = 22 4+ 4% a 22 4+ y? = x. Kfivka C je orientovana kladné pti pohledu seshora
(neboli: jestlize kiivku, ktera tvoiri okraj zprojektujeme do roviny zy, bude mit tento jeji obraz kladnou
orientaci).

kde

ResSeni: zde.
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