
14. cvičeńı z Matematické analýzy 2

19. - 23. května 2025

14.1 (plošný integrál - tok)
Určete tok ∫

M

F⃗ · dS⃗,

plochou M : 3x+ y + z = 3, x, y, z ≥ 0 orientovanou směrem vzh̊uru, kde F⃗ (x, y, z) = (1, z, x) a

Řešeńı:
Plocha M je trojúhelńık.

Plochu zparametrizujeme jako graf funkce z = 3− 3x− y, tedy

Φ(x, y) = (x, y, 3− 3x− y)

pomoćı množiny
U : 0 ≤ x ≤ 1 & 0 ≤ y ≤ 3− 3x .

(U je jen projekćı M do roviny xy). Pro tečné vektory máme

∂Φ
∂x =

(
1, 0, −3

)
∂Φ
∂y =

(
0, 1, −1

)
a

∂Φ

∂x
× ∂Φ

∂y
=
(
3, 1, 1

)
.

Tento vektorový součin má směr zadané orientace n⃗, takže při dosazeńı za parametrizaci máme znaménko
+: ∫

M

F⃗ · dS⃗ = +

∫∫
U

(
F⃗ ◦ Φ

)
·
(
∂Φ

∂x
× ∂Φ

∂y

)
dS =



=

∫∫
U

(1, 3− 3x− y︸ ︷︷ ︸
=z

, x) ·

 3
1
1

 dS =

∫∫
U

6− 2x− y dS =

1∫
0

3(1−x)∫
0

(6− 2x− y) dy dx =

=

1∫
0

6(3− x)(1− x)− 9

2
(1− x)2 dx =

1∫
0

3

2
x2 − 15x+

27

2
dx =

3

2
· 1
3
− 15 · 1

2
+

27

2
=

13

2
.

14.2 (Stokesova věta)
Pomoćı Stokesovy věty spoč́ıtejte ∫

C

F⃗ · ds⃗,

kde křivka C je hranićı plochy M : z = x2 + y2, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 a pole je

F⃗ = (x,−z, xy) .

Křivka C je orientována kladně při pohledu seshora (neboli: jestliže křivku, která tvoř́ı okraj zprojektujeme
do roviny xy, bude mı́t tento jej́ı obraz kladnou orientaci).

Řešeńı: zde.

14.3 (Stokesova věta)
Pomoćı Stokesovy věty spoč́ıtejte ∫

∂M

F⃗ · ds⃗,

kde F⃗ (x, y, z) = (xz, 2xy, 3xy) a C je hranice části roviny 3x + y + z = 3, která je v prvńım oktantu.
Okraj plochy je orientovaný v záporném smyslu při pohledu seshora (neboli: jestliže křivku, která tvoř́ı okraj
zprojektujeme do roviny xy, bude mı́t tento jej́ı obraz zápornou orientaci).

Řešeńı: zde.

14.4 (Stokesova věta)

Pomoćı Stokesovy věty vypočtěte integrál pole F⃗ podél orientované křivky C, kde

F⃗ (x, y, z) = (2z + x, y − z, x+ y)

a C je obvod trojúhelńıka s vrcholy (1, 0, 0), (0, 1, 0) a (0, 0, 1) orientovaný podle uvedeného pořad́ı vrchol̊u.

Řešeńı:
Křivka C je obvod plochy trojúhelńıka

M : x+ y + z = 1, x, y, z ≥ 0 .
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Aby byly orientace okraje C a plochy M v souladu, je potřeba plochu M orientovat směrem vzh̊uru,
tj. třet́ı složka normálového pole je kladná. Dále máme

rot(F⃗ ) =

∣∣∣∣∣ i⃗ j⃗ k⃗
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

2z+x y−z x+y

∣∣∣∣∣ = (1− (−1), −(1− 2), 0− 0
)
= (2, 1, 0) .

Plochu zparametrizujeme jako graf funkce z = 1− x− y, tedy

Φ(x, y) = (x, y, 1− x− y)

pomoćı množiny
U : 0 ≤ x ≤ 1 & 0 ≤ y ≤ 1− x .

(U je jen projekćı M do roviny xy). Pro tečné vektory máme

∂Φ
∂x =

(
1, 0, −1

)
∂Φ
∂y =

(
0, 1, −1

)
a

∂Φ

∂x
× ∂Φ

∂y
=
(
1, 1, 1

)
.

Tento vektorový součin má správný směr jako orientace plochy M , takže při dosazeńı za parametrizaci
v plošném integrálu použijeme znaménko +. Máme∫

∂M

F⃗ · ds⃗ =
∫∫

M=Φ(U)

rot(F⃗ ) · dS⃗ = +

∫∫
U

(
rot(F⃗ ) ◦ Φ

)
·
(
∂Φ

∂x
× ∂Φ

∂y

)
dS =

=

∫∫
U

(2, 1, 0) ·

 1
1
1

 dS =

∫∫
U

3 dS =

1∫
0

1−x∫
0

3 dy dx =

= 3

1∫
0

1− x dx = 3

(
1− 1

2

)
=

3

2
.
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14.5 Určete poloměr konvergence následuj́ıćıch mocninných řad a najděte jejich součet na vnitřku intervalu
konvergence (tj. vyjádřete je pomoćı známých elementárńıch funkćı):

(a)
∞∑

n=1

3n + (−2)n

n
(x+ 1)n

(b)
∞∑

n=0

n
2x

2n+1

(c)
∞∑

n=0

(
n+ (−2)n

)
xn

(d)
∞∑

n=0

x2n+1

n(n+ 1)

Řešeńı: (a), (b), (c), (d).

14.6 Určete poloměr konvergence následuj́ıćıch mocninných řad a najděte jejich součet na vnitřku intervalu
konvergence (tj. vyjádřete je pomoćı známých elementárńıch funkćı):

(a)
∞∑

n=1

(
1 +

1

n

)
(x+ 1)n+1

(b)
∞∑

n=0

(2n+ 1)xn

(c)
∞∑

n=0

(
5n + n

)
x2n

(d)
∞∑

n=1

2nxn+3

n

Řešeńı:
(a).

(b) Poloměr konvergence: Využijeme třeba pod́ılové kritérium:

1

R
= lim

n→∞

∣∣∣2(n+ 1) + 1
∣∣∣∣∣∣2n+ 1

∣∣∣ = 1
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Poloměr konvergence je tedy R = 1.
Součet: Řadu rozeṕı̌seme. Pro |x| < 1 plat́ı, že

∞∑
n=0

(2n+ 1)xn = 2x

∞∑
n=1

nxn−1 +

∞∑
n=0

xn

kde jednotlivé řady maj́ı opět poloměr konvergence 1 (takže roztržeńı na součet opravdu plat́ı) a sečteme
je takto:

∞∑
n=0

xn =
1

1− x
.

∞∑
n=1

nxn−1 =

( ∞∑
n=0

xn

)′

=

(
1

1− x

)′

=
1

(1− x)2
.

Takže
∞∑

n=0

(2n+ 1)xn =
2x

(1− x)2
+

1

1− x
=

1 + x

(1− x)2

pro |x| < 1.
(Zjǐst’ováńı konvergence na kraj́ıch nebylo požadováno, ale snadno je vidět, že řada na kraj́ıch diver-

guje).
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
(c) Poloměr konvergence: Využijeme třeba pod́ılové kritérium. Pro x ̸= 0 máme

lim
n→∞

∣∣∣5n+1 + n+ 1
∣∣∣ · x2n+2∣∣∣5n + n
∣∣∣ · x2

= lim
n→∞

5 ·

∣∣∣ n+1
5n+1 + 1

∣∣∣∣∣∣ n
5n + 1

∣∣∣ · x2 = 5x2

Řada tedy konverguje pro 5x2 < 1 a diverguje pro 5x2 > 1. Ekvivalentně: řada konverguje pro
|x| < 1√

5
a diverguje pro |x| > 1√

5
. Podle definice poloměru konvergence je tedy R = 1√

5
.

Součet: Řadu rozeṕı̌seme. Pro |x| < 1√
5
plat́ı, že

∞∑
n=0

(
5n + n

)
x2n =

∞∑
n=0

(
5x2︸︷︷︸
y1

)n
+ x2 ·

∞∑
n=1

n
(

x2︸︷︷︸
y2

)n−1

Uvedené řady maj́ı (v proměnné x) postupně poloměry konvergence R1 = 1√
5
a R2 = 1, které zjist́ıme

podobně jako výše. Proto pro |x| < min{R1, R2} = 1√
5
rozepsáńı na součet skutečně plat́ı.

Stač́ı nyńı seč́ıst následuj́ıćı řady a vhodně dosadit:

∞∑
n=0

yn =
1

1− y
, |y| < 1

y=5x2

=⇒
∞∑

n=0

(5x2)n =
1

1− 5x2
, |x| < 1√

5
.

∞∑
n=1

nyn−1 =

( ∞∑
n=0

yn

)′

=

(
1

1− y

)′

=
1

(1− y)2
, |y| < 1

y=x2

=⇒
∞∑

n=1

n(x2)n−1 =
1

(1− x2)2
, |x| < 1

Takže
∞∑

n=0

(
5n + n

)
x2n =

1

1− 5x2
+ x2 · 1

(1− x2)2

pro |x| < 1√
5
.
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(Zjǐst’ováńı konvergence na kraj́ıch nebylo požadováno, ale snadno je vidět, že řada na kraj́ıch diver-
guje).

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
(d) Poloměr konvergence: Využijeme pod́ılové kritérium. Pro x ̸= 0 máme

lim
n→∞

∣∣∣ 2n+1xn+4

n+1

∣∣∣∣∣∣ 2nxn+3

n

∣∣∣ = lim
n→∞

2|x| · n

n+ 1
= 2|x|

Tedy pro |x| < 1
2 řada konverguje a pro |x| > 1

2 řada diverguje, takže poloměr konvergence je R = 1
2 .

Součet: Řadu si přeṕı̌seme
∞∑

n=1

2nxn+3

n
= x3 ·

∞∑
n=1

(2x)n

n

Stač́ı tedy vyšetřit řadu
∞∑

n=1

yn

n a do ni dosadit y = 2x. Poloměr konvergence řady (v proměnné y)

snadno najdeme jako R = 1.( ∞∑
n=1

yn

n

)′

=

∞∑
n=1

yn−1 =
1

1− y
⇒

∞∑
n=1

yn

n
=

∫
1

1− y
dy = − ln(1− y) + C .

Po dosazeńı y = 0 dostaneme 0 = − ln(1) + C, tedy C = 0. Takže

∞∑
n=1

2nxn+3

n
= x3 ·

∞∑
n=1

(2x)n

n
= x3 ·

(
− ln(1− 2x)

)
pro |x| < 1

2 . (Zjǐst’ováńı konvergence na kraj́ıch nebylo požadováno, ale snadno je vidět, že řada na
kraj́ıch diverguje).

14.7 Určete poloměr konvergence následuj́ıćıch mocninných řad a najděte jejich součet na vnitřku intervalu
konvergence (tj. vyjádřete je pomoćı známých elementárńıch funkćı):

(a)
∞∑

n=0

(x− 1)n

(n+ 2)!

(b)
∞∑

n=0

(−1)n (2n2 + 1)

(2n)!
x2n

Řešeńı: (a), (b).
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14.8 Nalezněte Fourierovu řadu pro periodické rozš́ı̌reńı funkce

f(t) =

{

t , t ∈ [0, 1),
0 , t ∈ [1, 2).

(tj. funkci s periodou T = 2) a určete jej́ı součet.

0 1 2−1−2

1

t

f(t)

Řešeńı: zde.

14.9 Nalezněte Fourierovu řadu pro periodické rozš́ı̌reńı funkce

f(t) = sin t, t ∈ [−π

2
, π

2
)

(tj. s periodou T = π) a určete jej́ı součet.

0 π−π

−1

1

t

f(t)

Řešeńı: zde.

14.10 Nalezněte Fourierovu řadu pro periodické rozš́ı̌reńı funkce

f(t) =

{

1 , t ∈ [0, 1),
−2 , t ∈ [1, 2).

(tj. s periodou T = 2) a určete jej́ı součet.

0 1 2−1−2
0

−1

−2

1

t

f(t)

Řešeńı: zde.
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14.11 Nalezněte Fourierovu řadu pro periodické rozš́ı̌reńı funkce

f(t) = t, t ∈ [0, 1)

(tj. s periodou T = 1) a určete jej́ı součet.

0 1 2−1

1

t

f(t)

Řešeńı: zde.

14.12 Nalezněte Fourierovu řadu pro periodické rozš́ı̌reńı funkce

f(t) =







cos t , t ∈ 〈−π

2
, π
2
)

0 , t ∈ 〈−π

2
, 3π

2
)

(neboli funkci max{cos t, 0} s periodou T = 2π) a určete jej́ı součet.

0 π−π

1

t

f(t)

Řešeńı: zde.

14.13 Nalezněte Fourierovu řadu pro periodické rozš́ı̌reńı funkce

f(t) = sin t, t ∈ [0, π)

(tj. s periodou T = π) a určete jej́ı součet.

0 π−π

1

t

f(t)

Řešeńı: zde.
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14.14 Určete Fourierovu řadu periodického rozš́ı̌reńı funkce f(t) = |t|, −1 ≤ t < 1.

0 1 2−1

1

t

f(t)

Řešeńı: zde.
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