14. cviceni z Matematické analyzy 2

19. - 23. kvétna 2025

14.1 (plosny integral - tok)
Urcete tok

/ﬁ-d§,
M

plochou M : 3z +y+ 2 =3, z,y,2z > 0 orientovanou smérem vzhuru, kde 13”(:(:, y,2)=(1,z,z) a

Reseni:
Plocha M je trojuhelnik.

8

Plochu zparametrizujeme jako graf funkce z = 3 — 3z — y, tedy

Q(l‘ay) = (:c,y,3—3x—y)

pomoci mnoziny
U: 0<2<1 & 0<y<3-3z.

(U je jen projekei M do roviny xy). Pro teéné vektory méme

92 = (1, 0, -3)

2 = (0 1, -1
a

o0 0P

%Xa—y:(?),l,l)

+:

/ﬁ.d§:+//(ﬁoq>).(‘;—ix‘;—q))dsz
M U 4

Tento vektorovy sou¢in mé smér zadané orientace 77, takze pii dosazeni za parametrizaci mame znaménko




14.2 (Stokesova véta)
Pomoci Stokesovy véty spocitejte

/ﬁ-dg’,
C

kde kiivka C je hranici plochy M : z=224+9?, 0<z<1, 0<y<1apoleje

F = (2,—2ay) .
Kiivka C je orientovana kladné pii pohledu seshora (neboli: jestlize kiivku, kterd tvoii okraj zprojektujeme
do roviny zy, bude mit tento jeji obraz kladnou orientaci).

Reseni: zde.

14.3 (Stokesova véta)
Pomoci Stokesovy véty spocitejte

/ﬁ~d§,
oM

kde F(z,y,2) = (zz,2xy,3zy) a C je hranice &sti roviny 3z + y + 2z = 3, kterd je v prvnim oktantu.
Okraj plochy je orientovany v zdporném smyslu pii pohledu seshora (neboli: jestlize kiivku, kterd tvoi{ okraj
zprojektujeme do roviny zy, bude mit tento jeji obraz zdpornou orientaci).

ResSeni: zde.

14.4 (Stokesova véta)
Pomoci Stokesovy véty vypoctéte integral pole F' podél orientované kiivky C', kde

—

F(x,y,z) = (2Z+$7y_zvx+y)

a C je obvod trojihelnika s vrcholy (1,0,0), (0,1,0) a (0,0, 1) orientovany podle uvedeného pofadi vrcholu.

Reseni:
Kiivka C je obvod plochy trojihelnika

M:z+y+z2z=1, z,y,2>0.
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Aby byly orientace okraje C' a plochy M v souladu, je potieba plochu M orientovat smérem vzhuru,
tj. tieti slozka normalového pole je kladna. Dale mame

%"Q; ~u

=(1-(-1), =(1-2), 0—-0) =(2,1,0) .
2z4x y—z z+y

Plochu zparametrizujeme jako graf funkce z =1 — z — y, tedy

CI)(J?,:U) = (ac,y,l—x—y)

pomoci mnoziny
U: 0<z<1 & 0<y<1l-—=z.

(U je jen projekei M do roviny xy). Pro tecné vektory méame

2 = (1, 0, -1

& o= (0, 1, -1
a

oP acp

a5 % a =(1,1,1).

Tento vektorovy sou¢in mé spravny smér jako orientace plochy M, takze pii dosazeni za parametrizaci
v plosném integralu pouzijeme znaménko +. Mame

/F ds = // rot(F dS = —|—// rotﬁ o0 8(1) dsS =
650 By
M=&(U)

1

11—2
://(2’1,0). 1 dS:[/?,dS:O/O/?)dydm:

U
1

1 3
3/ r dr 3( 2) >

0
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14.5 Urcete polomér konvergence nasledujicich mocninnych fad a najdéte jejich soucet na vnitiku intervalu
konvergence (tj. vyjadiete je pomoci zndmych elementérnich funke):

(a)

S

n=1
® )
Qx2n+1
23
© )
Z (n + (—2)")3:"
n=0
(d)
0 x2n+1
— n(n+1)

Resent: (a), (b), (c), |(d).

14.6 Urcete polomér konvergence nasledujicich mocninnych rad a najdéte jejich soucet na vnitiku intervalu
konvergence (tj. vyjadiete je pomoci zndmych elementérnich funkei):

(a)

2(271 +1)z"
n=0
(© )
5n+ 2n
;;( n)e
(d)
> on pn+3
n=1 n

(b) Polomeér konvergence: Vyuzijeme tieba podilové kritérium:

T ‘2(n+1)+1’
ST i

=1
n—sco ’2n+1’
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Polomeér konvergence je tedy R = 1.
Soucet: Radu rozepiseme. Pro |z| < 1 plati, ze

oo

Z(2n+1 *Qxan" 1+Zx

n=0

kde jednotlivé fady maji opét polomér konvergence 1 (takze roztrzeni na soucet opravdu plat{) a se¢teme

je takto:
o0
S

S nat-! @y)@ig’uiy

n=1 n=0
Takze
= 2z 1 1+z
2 1 =
nzzo(n+ =" 0w 1oz (e
pro |z| < 1.

(Zjistovani konvergence na krajich nebylo pozadovéno, ale snadno je vidét, Ze fada na krajich diver-

(¢) Polomér konvergence: Vyuzijeme tieba podilové kritérium. Pro z # 0 mame

L+ 1’

= 52

5ﬂ+1‘

Rada tedy konverguje pro 596 < 1 a diverguje pro 5z? > 1. Ekvivalentné: fada konverguje pro

|z < 1 a diverguje pro |z| > f Podle deﬁnlce poloméru konvergence je tedy R = ﬁ'

Soucet: Radu rozepiseme. Pro |z| < \/5 plati, ze

3 (5 e = 30 (820" 42 3o
n=0 n=0 Y1 n=1 y2

Uvedené fady maji (v proménné x) postupné poloméry konvergence Ry = % a Ry = 1, které zjistime
podobné jako vyse. Proto pro |z| < min{R;, R} = \% rozepsani na soucet skutecné plati.
Staci nyni secist nasledujici fady a vhodné dosadit:

oo oo

y:5z2 2\n __ ]. ].
Z Clyl<1 =) (52 =T |x|<%.

n=0

/
) e 1 I 1 _ 2 00 1
n—1 n Y=z 2\n—1
= = = s < 1 > = 595> < 1
S (Zy ) (15) —a= v > 0@ = gl

n=1
Takze
5 (5" +n) T
o 1 — 5a2 (1—22)2
pro |z| < %
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(Zjistovani konvergence na krajich nebylo pozadovano, ale snadno je vidét, Ze fada na krajich diver-

(d) Polomer konvergence: Vyuzijeme podilové kritérium. Pro x # 0 mame

gn+l ntd

. n+1 . n

lim = lim 2|z| - —— = 2|z
n—o0o 2ngn+3 n— 00 n-+1

n

Tedy pro |z| < 3 fada konverguje a pro |z| > 3 fada diverguje, takze polomér konvergence je R = 1

Soucet: Radu si ptepiSeme
2N o n+3

-2 L

o0 n
Staci tedy vysetiit fadu ) “- a do ni dosadit y = 22. Polomér konvergence fady (v proménné y)
n=1
snadno najdeme jako R = 1.

(Zy> anlzﬁ N Z% /7dyf—ln(1f) +C.

n=1

n=1

Po dosazeni y = 0 dostaneme 0 = —In(1) + C, tedy C' = 0. Takze
= (2z
> EET ey
n=1 n=1
1

pro |z| < 3. (Zjistovani konvergence na krajich nebylo pozadovéno, ale snadno je vidét, 7ze fada na
krajich diverguje).

S

2n n+3

=2 (—In(1 - 22))

14.7 Urcete polomér konvergence nasledujicich mocninnych fad a najdéte jejich soucet na vnitfku intervalu
konvergence (tj. vyjaddiete je pomoci zndmych elementdrnich funkef):

(a)

Resent: (a), (b).
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14.8 Naleznéte Fourierovu fadu pro periodické rozsifeni funkce
)
).

t ,telo,
,tell

ro={

1
1,2

ResSeni: zdel

14.9 Naleznéte Fourierovu fadu pro periodické rozsiteni funkce

f(t) =sint, te[-3,

vl

)

(tj. s periodou T' = m) a urcete jeji soucet.

ft)

e /.

ResSeni: zdel

14.10 Naleznéte Fourierovu fadu pro periodické rozsifeni funkce

{ 1, telo,1),

=9 o ,tel1,2).

(tj. s periodou T' = 2) a urcete jeji soucet.

1)
L4 o 1 ° —
| | | |
| | | |
9 ¢t
-2 =1 1 2
| | | |
| | =1+ | |
| | | |
| | | |
—d ® s o

Reseni: zde.
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14.11 Naleznéte Fourierovu fadu pro periodické rozsiteni funkce

f@®) =t tel0,1)

(tj. s periodou T' = 1) a urcete jeji soucet.

ft)

ResSeni: zdel

14.12 Naleznéte Fourierovu fadu pro periodické rozsiteni funkce

cost ,te(-%,%)
ft) =
0 , te(-%,3)

N ‘

Reseni: zde.

14.13 Naleznéte Fourierovu fadu pro periodické rozsifeni funkce
ft) =sint, te[0,7)

(tj. s periodou T' = m) a urcete jeji soucet.

ft)

ResSeni: zdel
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14.14 Urcete Fourierovu fadu periodického rozsifeni funkee f(t) = [¢|, -1 <t < 1.

ft)

Reseni: zde.
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