3. cviceni z Matematické analyzy 2

3. - 7. bfezna 2025

3.1 Vysetiete existenci nasledujicich limit:

lim & (b) lim &% lim S (d)  lim S
(&) (o) (0,0) T+ (b) (o) (0,0) TV (c) (e.9)r(0,0) PP HIT (d) (o) (0,0)

Resent:
(a)
(b) Defini¢n{ obor funkce f(z,y) = ii%;’i je
D(f): (z,y) # (0,0).

Tedy jmenovatel ve zlomku se vynuluje jen v jediném bodé. Funkce ve jmenovateli je polynomem
se stupném 5, funkce v ¢itateli je polynom stupné 4. Tusime tedy, ze by citatel prevazi jmenovatele a
limita by mohla existovat (a byt nulovd).

Zkusime si proto nejdiive néjaké ptiblizeni, napi. po ose z (tj. pii y = 0):

lim f(z,0) = lim 2 = 0

Tedy jediny kandidat na limitu je skuteéné ¢ = 0. Ted ukdzeme, Ze to limita je. K tomu staci odhadnout
funkei f jakoukoliv vhodnou funkci, kterda ma za limitu nulu. Vzhledem k c¢itateli v f se bude hodit

tento jednoduchy odhad:
2], [yl < Vat +y*
Pro (z,y) # (0,0) tak dostaneme

5
|x\5—|—|y|5 _ 2- <\4/x4+y4>

x4+y4 — x4+y4

=2 (ol + ) =2 Yty

0<[fl@y) - | <
=0

7 véty o limité seviené funkce pak mame, Ze

0= lim 0 < lim [flz,y)—¢] < lim Vatt+y? =0

(z,y)—(0,0) (z,5)—(0,0) (z,)—(0,0)

kde jsme pouzili to, ze funkce g(x,y) = /x* + y* je spojitd, protoze je to slozeni spojitych funkei
(abs. hodnota, polynom, odmocnina).
Nebo-li dokdzali jsme, ze  lim  f(z,y) =c¢=0.
(z,y)—(0,0)
MuZeme postupovat i pomoci poldrnich soufadnic:
Body (z,y) v okoli ag = (0,0) vyjadiime jako

T =p0cosp a Yy=psiny
a dosadime:

5 h ain® 5 D 9
0<[f(ocosp,osing) — ¢ |=o- [cos " S.mf‘ <o Lo “’”'?“ZI 2l < L
~~ cost o + sin® cos? p + sin® cos? p + sin®
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Nyni bychom chtéli tento vyraz odhadnout néjakou funkei g(p) nezdvisejici na hlu, kterd pro o
jdouci k nule mé limitu nula. Potfebujeme tedy omezit hodnotu T ptenT konstantou. Protoze funkce
h(p) = cos* ¢ + sin? ¢ je spojitd a kladnd na intervalu (0,27), tak zde také nabyvé svého kladného

. 1.2 < 4 4 . 1 1
minima ¢ v néjakém bodé ¢g € (0, 27). Tedy cos* ¢ + sin” ¢ > e > 0. A proto je Ty S ¢ amy
mame odhad

. 20 20
0 < |f(ocosp,osing) —c| <+ < —————— < — =1 g(0)
cos* @ +sin” @ €

A protoze lim g(p) = lim 22 = 0 vyplyvé z toho (viz Pozndmky k limitdm), ze
0—04 0—04 €

5 .5
im =Y _.—0.
(2,9)—(0,0) T4 + y*

Poznamka: Kromé eukleidovské normy existuji i jiné, tzv. p-normy pro p > 1 definované jako

I9llp = ¥lz1lP +--- + |zal?

pro ¥ = (x1,...,Zn), a dokonce i co-norma, kterd je definovand jako
[Tlloe := lim [|7llp = max{|z1],... onl} -

Vsechny tyto normy jsou soumeétitelné v tomto smyslu:
Pro libovolné p, ¢ € (1, 00) existuje K > 0 takové, ze pro vSechna ¢ € R™ plati ||7]|, < K - ||7]|q -

(d) Defini¢éni obor funkce f(x,y) = % je

D(f): (z,y) # (0,0).

Budeme postupovat podobné jako vyse a ukazeme, ze limita je nulova. Pouzijeme odhad:

=], [yl < V]al® + [yl?

Pro (z,y) # (0,0) tak dostaneme

4
ettt 2 (VEFHIT)

Pl T 2Py

—2 (2P +P) T =2 VIl + WP

0<|f(z,y)

7 véty o limité seviené funkce pak mame, ze

lim 0 < lim z,y)—c| < lim |z[3+yl3 =0
(z,y)—(0,0) (@,y)—(0,0) ‘f( 2 | (w,y)—(0,0) 2 vl
kde jsme pouzili to, ze funkce g(z,y) = ¢/|z|3 + |y|® je spojita.

Dokazali jsme, ze  lim z,y) = 0.
! (z,y)—(0,0) f( y)

0:

(d) Limita neexistuje - viz reseni.
4

Muzeme to ukédzat i takto. Definién{ obor funkce f(x,y) = i;i& je

D(f) 1y # —x.
IR P . z—0
Pro pfiblizeni po ose z mame f(z,0) =z — 0.
Ted bychom chtéli najit jinou nez nulovou limitu pii néjakém pfiblizeni. Hledejme kiivku

y() =z - k(x)
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kde k(z) je zatim nezndmd funkce, aby platilo, ze (z,y(x)) € D(f) a y(z) 290 a flz,y(x)) 29 ¢ pro
néjaké 0 # c € R.
Dosadime predpis y(z) = x - k(z) do f(z,y). Tedy
2t + (z - k(z))? x

flay(@) = 57 (z- k()3 1+ k(z)? (L4 k(@)

Nyni polozme
x
——— =1 tedy k(z)=vVz-—1.

Pak méme, ze y(z) = zv/x — 1 # —x pro « # 0, tudiz (z,y(x)) € D(f). A déle je zv/x — 1 00 a

konecné
flay@) = =1+ (Va—1)" =% 2

a to je jind limita nez 0, takze  lim  f(x,y) neexistuje.
(z,)—(0,0)

3.2 Pro funkci f(x,y) = zy + sin(z — y) v bodé ag = (2,2) urcete derivaci (tj. totdln{ diferencidl), te¢nou
V2 32

rovinu, derivaci ve sméru @ = (7, —7)

M4 graf funkce vétsi strmost, jestlize se vyddme ve sméru uréeném vektorem w = (0,5) nebo ve sméru

uréeném vektorem @ = (@, —g) ?

Reseni: zde.

3.3 Pro funkci f(z,y) = In(xy?) v bodé ag = (1,1) uréete totaln{ diferencidl, te¢nou rovinu, derivaci ve

sméru U = (—%7 ?) a pifmku, kterd je kolmé ke grafu funkce v tomto bodé.

Resent:
Pro agp = (1,1) méme

7(ao) = (5. Zian)) = (L. 28) 1, = (12) - ).

xy?’ Ty x
Existence df (ag) plyne ze spojitosti parcidlnich derivaci na okol{ ag.

Tecné rovina je graf linearizace funkce f v daném bodé ag = (xg,yo). M4 tedy rovnici:

z = f(ao) + df (ao)[a — ao]

neboli

2= flao) + (&), &) () =0+ (1, 2) (1) =2 —1+205-1)

Y—Yo Yy—

coz se da prepsat také jako

r+2y—z=3.
Derivace ve sméru 4 je
of ) -3
oL (ao) = df(a)[d = (1, 2) ( E ) =V3-}
2
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Kolmé piimka ke grafu funkce v bodé A =

(ao)) (1, 1, O) na grafu funkce ma smérovy vektor,
ktery je normalovy vektor te¢né roviny, tedy ,

2, —1). Parametricky popis teto piimky je:

0,.f
=(1

= (a0

3.4 Pro funkei f(z,y) = arctg (3) v bodé ayp = (1,1) urcete totélni diferencidl, derivace ve smérech
i () n= (1.

\S

) tetnou rovinu a primku, kterd je kolméa ke grafu funkce v bodé ay.

Reseni:
Definiéni obor je D(f) : y # 0, coZ je oteviend mnozina a protoZe zde vSechny parcidlnich derivace
existuji a jsou spojité (jak se ihned presvédéime), tak derivace v bodé ag skuteéné existuje.

Pro ag = (1,1) je

of af B 1 B T a) — (L _1
) = (0. gy fe)) = <y<1+<§>2>’ y2<1+<;)2>>( o=(md)

Mame

Tecénd rovina mé rovnici:

z = f(ao) + df (ao)la — ag] = f(ao) + %(ao) (x—wo) + %(ao) (y—wyo) =

neboli

Normalovy vektor te¢né roviny je
= (gradf(a())v _1) = (57 _%a _1) .

Kolm4 piimka ke grafu funkce v bodé A = (ag, f ( 0)) = (1,1, %) na grafu funkce ma smérovy vektor,

» 4
ktery je normélovy vektor tecné roviny, tedy napi. m = (1, —1, —2). Parametricky popis teto piimky je:

T 1 1
P Y = 1 +t| —1 ,teR.
z % -2
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3.5 Pro funkci f(z,y) = arctg(ay?) v bodé ag = (1,1) uréete totdlni diferencidl, te¢nou rovinu a derivaci

ve sméru 4 = (§7 i)
Ktery z vektoru 4 = (727 72 av= (—%, %) ukazuje smérem vétsiho stoupani?

Resent:
Pro ag = (1,1) tedy méme totdlni diferenciél

arton) = (5. Fiao)) = (L5122 ) (an) = (11

1+axy?’ 1+ay

Existence df (ag) plyne ze spojitosti parcidlnich derivaci na okol{ bodu ag.
Tecnd rovina je graf linearizace funkce f v daném bodé ag = (xg,yo). M& tedy rovnici:

z = f(ao) + df (ao)[a — ao]

neboli

2= flao) + (Shao) BGa0)) () =5+ G D () =543 -1 +y-1

Y—%Yo

coz se da prepsat také jako

Derivace ve sméru 4 je

Derivace ve sméru ' je

_3
gf(ao)—dﬂao)m (2. 1)~< N )‘130'

Stoupani (tj. strmost) ve sméru @ € R? je dan thlem, ktery svird vektor ( 9f (a0)> € R3 (ktery

lezi v tecné roving) s vodorovnou rovinou. Tangens tohoto hlu je hodnota

1 9f 3v2
t = _—_ . 2L _2ve
protoze ||| = 1.
Podobné pro vektor ¥ je tangens tohoto thlu
1 of 3

(QDQ) ||—»|| %(QO) = TO

protoze ||7]| = 1. Staéf tedy porovnat tyto dvé hodnoty tangentu - protoze je

3v2
W23
4 10

je vétsi stoupani ve sméru 4.
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3.6 Naleznéte tihel, ktery sviraji
(a) graf funkee f(z,y) = In(y/22 +y2?) aplocha M:(x—1)2+ (y+1)2+ (2 +1)? =2 v bodé (1,0,7?).

(b) graf funkce f(z,y) = ¥ a plocha M : (z —1)% + % + (2 —3)2 =7 v bodé (0,2,7).

Reseni: zde.
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