5. cviceni z Matematické analyzy 2

17. - 21. bfezna 2025

5.1 Najdéte lokalni extrémy nasledujicich funkei:
2 2
(a) f(,y,2) =2+ + %5 + 2 proz,y,2>0,

(c) f(x,y,z) =sinz +siny + sinz — sin(z + y + 2) na (0,7)3.

Resent:
(a), |(b).

¢) Nutnou podminkou pro lokalni extrém v daném bodé v oteviené mnoziné U = (0, 7)* je nulovos
Nut dmink lokalni extré daném bodé v oteviené 7iné U = (0,7)3 j 1 t
prvni derivace:

df(z,y,2) = (cosx —cos(zx+y+z2), cosy—cos(x+y+z), cosz—cos(z+y+ z))
Tedy df(x,y,z) = (0,0,0) pravée kdyz
cosx =cosy =cosz =cos(z+y+ z) .

Protoze z,y,z € (0,7) a funkce cos je zde prostd, znamena to, Ze plat{ z = y = z. Tedy musime splnit
rovnici cosz = cos 3z pro x € (0, 7).
Obecné rovnost cos a = cos 5 plati pravé kdyz a + 5§ = 2kw nebo a — § = 2km pro néjaké k € Z.
Pro a = 3z a 3 = x tedy dostaneme, ze v = k7 nebo x = km a jelikoz x € (0,7), tak nastane jen
moznost r = 7.
Resenim je tak pouze (z,y, z) = (%, % g)
Déle vysetifime druhou derivaci.

—sinz +sin(z + y + 2) sin(z +y + 2) sin(z +y + 2)
A2 f(x,y,2) = sin(z +y + 2) —siny +sin(z + y + 2) sin(z +y + 2)
sin(z +y + 2) sin(z +y+ 2) —sinz +sin(z + y + 2)

e Pro (x,y,z) = (%7 %’g) je

e -2 -1 -1
@f(5p5)=| 1 2 -1
-1 -1 =2

Podle Sylvestrova kritéria (A1 = -2 <0, A3 =4—-1=3>0,A3=-8—-1-1+2+24+2=-4<0)
je forma dana druhou derivaci negativné definitni a tedy v daném bodé je lokdlni MINIMUM.
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5.2 Do elipsy 2 + 3y? = 12 vepiste rovnoramenny trojihelnik takovy, ze méd zdkladnu rovnobéznou s osou
r a ma maximélni obsah.

Reseni: zde.
5.3 Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnoty funkce f(z,y) = z — y + 3 za podminky 322 + 5xy + 3y? = 1,
Nagrtnéte ttvar urceny touto vazbou.
Reseni: zde.
5.4 Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnoty funkce f(z,y) = 22 + 2y? za podminky x? — 2z + 2y% + 4y = 0.
Nacrtnéte utvary urcené touto vazbou.

ResSeni: zde.

5.5 Vypoctéte vzdalenost nejblizétho bodu hyperboly M : x2 + 5zy + y? = 9 od pocatku (0,0).

Reseni: zde.
5.6 Kruhovy talff o rovnici 22 4+ y? < 1 je zahtéty na teplotu T'(z,y) = 2% + 2y? — x. Najdéte nejteplejsi a
nejstudenéjsi bod na talifi.

Reseni: zde.

5.7 Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnoty funkce

fla,y) =2 (y—1)?

na mnoziné
M: y?<1-—2°

Naértnéte tuto mnozinu.

Reseni: zde.

5.8 Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnoty funkce f(x,y) = 3zy na mnoziné
(a) M: 2%2+y?><2.
(b) M: z(xz—1)<y<O0.
Nagrtnéte tyto mnoziny.

ResSeni: zde.

5.9 Naleznéte nejvétsi a nejmensf hodnotu funkce f(z,y) = 22 + y? — 22 na mnoziné M : 2% +y? < 2.

Reseni:
Mnozina M je kruh o poloméru v/2 a stiedem v poéatku. Piiklad rozdélime na vysetieni (volného)
extrému na vnitiku mnoziny M, tj. na oteviené mnoziné

Me: a?44%<2

a vazaného extrému na hranici
OM : 2?2 4y*=2
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kterou mame vyjadienu pomoci (jediné) diferencovatelné vazby.

Extrém na M°:

Jestlize globaln{ extrém a = (z,y) lezi v M°, je soucasné také lokdlni a tedy musi platit, ze

f/(xay) = (21’ - 23 2y) = (030)

coz nastavd prave kdyz (z,y) = (1,0). Tento bod patii do M°. Mdme tedy zatim jediny bod, kde by
mohl byt extrém.

Extrém na N = OM: Funkci vySetifme na kruznici N : 22 4+ y? = 2 neboli na mnoziné

N ={(z,y) €U | g(z,y) =0}

kde U = R? je oteviena mnozina a g(x,y) = 22 + y? — 2 vazbova funkce.
Podle metody Lagrangeovych multiplikdtoru pro extrém a = (x,y) na N existuje A € R, ze

(22— 2, 2y) = f'(a) = \g'(a) = A~ (Zx7 Zy)

a
2?4+ =2.

Maéme tedy soustavu rovnic
z—1=\x
y=2Ay
2?4+ y? =2

Z druhé rovnice plyne, ze bud y = 0 nebo A = 1. Pokud je y = 0, pak ze tieti rovnice je 22 = 2, tedy
z = ++/2. Pokud je A = 1, pak z prvni rovnice je z — 1 = z, coz nem4 FeSeni. Mdme tak kandidéty na

extrémy:
w0 (o). ()

s odpovidajicimi hodnotami
F(1,0)=-1, f(vV2,00=2-2v2, f(-v2,0)=2+2V2

Mnozina M je uzaviena a omezend mnozina a spojita funkce f tak na M nabyva svého maxima a
minima.

Porovndnim hodnot podeztelych bodu (tj. —1 < 2 — 2\/5) dostavame, ze funkce nabyva svého
MINIMA v bodé (—1,0) a MAXIMA v bodé (—v/2,0).
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