
6. cvičeńı z Matematické analýzy 2

24. - 28. března 2025

6.1 Nalezněte největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce f(x, y) = x2 + y2 − 2x na ploše trojúhelńıka M s vrcholy
(2, 0), (0, 2) a (0,−2).

Řešeńı: zde.

6.2 Nalezněte největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce f(x, y) = 2x3 + 4x2 + y2 − 2xy na množině

M : x2 ≤ y ≤ 4 .

Řešeńı: zde.

6.3 Nalezněte největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce f(x, y) = x2y(4− x− y) na množině

M : x ≥ 0 & y ≥ 0 & x+ y ≤ 6 .

Řešeńı: zde.

6.4 Najděte tři pozitivńı č́ısla jejichž součin je maximálńı, a jejichž součet je roven 100.

Řešeńı: zde.

6.5 Určete rozměry pravoúhlého odkrytého bazénu, který má při daném objemu V minimálńı povrch.

Řešeńı:
Necht’ bazén má dno s rozměry x, y > 0 a výšku z > 0. Budeme tedy hledat minimum funkce

f(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz

na množině
M : xyz = V, x, y, z > 0 .

Řešeńı pomoćı Lagrangeovy věty: zde.

Pomoćı parametrizace:
Vyjádř́ıme si z = V

xy a dosad́ıme do funkce f . Budeme tedy hledat minimum funkce

h(x, y) = f(x, y, V
xy ) = xy +

2V

x
+

2V

y

na otevřené množině .
U : x, y > 0 .

Nutnou podmı́nkou extrému h na U v bodě (x, y) ∈ U je nulovost totálńıho diferenciálu:

(0, 0) = dh(x, y) =

(
y − 2V

x2
, x− 2V

y2

)
takže máme rovnice
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y =
2V

x2
x =

2V

y2

a dosazeńım prvńı do druhé dostaneme jediné řešeńı (x0, y0) = ( 3
√
2V , 3

√
2V ).

Pokud v́ıme, že globálńı minimum existuje, pak jsme ho t́ımto našli.

Jak ukázat, že v bodě (x0, y0) = ( 3
√
2V , 3

√
2V ) minimum skutečně je? Můžeme bud’ použ́ıt věty o

pozitivńı definitnosti druhé derivace a věty o konvexnosti nebo můžeme použ́ıt tento trik:
Pro x, y > 0 je (

1√
x
− 1

√
y

)2

=
1

x
+

1

y
− 2

√
xy

tedy

h(x, y) = xy + 2V

(
1

x
+

1

y

)
= 2V

(
1√
x
− 1

√
y

)2

+ xy +
4V
√
xy

= 2V

(
1√
x
− 1

√
y

)2

+ u(
√
xy)

kde

u(t) = t2 +
4V

t
= h(t, t), t > 0

je funkce jedné proměnné.
Když vyšetř́ıme funkci u(t) pomoćı derivace u′(t) = 2t − 4V

t2 , zjist́ıme, že na intervalu (0,∞) má

globálńı minimum v bodě t0 = 3
√
2V s hodnotou u(t0) = 3

3
√
4V 2 = h(x0.y0).

Nyńı tedy máme pro všechna x, y > 0 odhad

h(x, y) = 2V

(
1√
x
− 1

√
y

)2

︸ ︷︷ ︸
≥0

+ u(
√
xy)︸ ︷︷ ︸

≥u(t0)=h(x0,y0)

≥ h(x0, y0)

což znamená, že v bodě (x0, y0) je globálńı minimum h na U .

6.6 Do úseče kužele 1− z =
√
x2 + 2y2 vymezené rovinou z = 0 vepǐste kvádr takový, že jeho stěny budou

rovnoběžně s jednotlivými souřadnými rovinami a jenž bude mı́t maximálńı objem.

Řešeńı: zde.

6.7 Do úseče eliptického paraboloidu z = x2

2 + y2

3 vymezené rovinou z = 1 vepǐste kvádr takový, že jeho
stěny budou rovnoběžně s jednotlivými souřadnými rovinami a jenž bude mı́t maximálńı objem.

Řešeńı:
Vzhledem k symetríım stač́ı vyšetřit př́ıpad, kdy čtvrtina kvádru lež́ı v množině x, y, z ≥ 0. Tato část je
jednoznačně určena svým vrcholem (x, y, z), který lež́ı v množině:

M : z =
x2

2
+

y2

3
& 0 ≤ x, y & 0 ≤ z ≤ 1

objem této části je pak dán hodnotou

f(x, y, z) = xy(1− z) .

Hledáme tedy maximum f na M .
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Řešeńı pomoćı Lagrangeovy věty: zde.

Pomoćı parametrizace:

Dosad́ıme z = x2

2 + y2

3 a do funkce f . Budeme tedy hledat minimum funkce

h(x, y) = f(x, y, x2

2 + y2

3 ) = xy(1− x2

2 − y2

3 ) = xy − 1
2x

3y − 1
3xy

3

na množině

N : x, y ≥ 0 &
x2

2
+

y2

3
≤ 1 .

Na vnitřku množiny N , tedy

N◦ : x, y > 0 &
x2

2
+

y2

3
< 1 .

je nutnou podmı́nkou extrému h na N◦ nulovost totálńıho diferenciálu:

(0, 0) = dh(x, y) =
(
y − 3

2x
2y − 1

3y
3, x− 1

2x
3 − xy2

)
takže máme rovnice

y(1− 3
2x

2 − 1
3y

2) = 0

x(1− 1
2x

2 − y2) = 0

neboli (protože x, y > 0)

3
2x

2 + 1
3y

2 = 1
1
2x

2 + y2 = 1

s jediným řešeńım (x2, y2) = (12 ,
3
4 ), tj. (x, y) = (

√
2
2 ,

√
3
2 ) a f(

√
2
2 ,

√
3
2 ) =

√
6

16 .

Na hranici množiny N , která lež́ı částečně na elipse x2

2 + y2

3 = 1, částečně na př́ımce x = 0 a částečně
na př́ımce y = 0, je funkce h rovna nule. Tedy celou hranici tvoř́ı podezřelé body.

Množina N je uzavřená a omezená a spojitá funkce h tak nabývá na N svého maxima a minima.

Porovnáńım hodnot v podezřelých bodech tak máme, že v bodě (
√
2
2 ,

√
3
2 ) je maximum h na N .

Rozměry hledaného kvádru jsou proto

x =

√
2

2
, y =

√
3

2
, z =

1

2
.

6.8 Určete rozměry obdélńıka daného obvodu 2p, který rotaćı kolem jedné strany vytvoř́ı těleso s maximálńım
objemem.

Řešeńı: zde.

6.9 V rovině 3x − 2z = 0 nalezněte bod, pro nějž je součet čtverc̊u vzdálenosti od bod̊u b = (1, 1, 1) a
c = (2, 3, 4) minimálńı.

Řešeńı:
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Použijeme metodu Langrangeových multiplikátor̊u pro rovinu

M = {(x, y, z) ∈ R3 | g(x, y, z) = 0}

kde g(x, y, z) = 3x− 2z a funkci

f(x, y, z) = ||a− b||2 + ||a− c||2 =

= (x− 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 + (x− 2)2 + (y − 3)2 + (z − 4)2

vyjadřuj́ıćı součet čtverc̊u vzdálenosti bodu a = (x, y, z) od bod̊u b = (1, 1, 1) a c = (2, 3, 4). Pro extrém
v bodě a = (x, y, z) na M existuje λ ∈ R, že(

2(x− 3), 2(y − 4), 2(z − 5)
)
= f ′

|a = λg′|a = λ · (3, 0,−2)

a
3x− 2z = 0.

Vektorovou rovnici můžeme skalárně vynásobit vektorem (3,−2, 0) a dostaneme:

2 · (x, y, z) ·

 3
0
−2


︸ ︷︷ ︸

3x−2z=0

−2 · (3, 4, 5) ·

 3
0
−2

 = λ · (3, 0,−2) ·

 3
0
−2



2 · 0 + 2 = λ · 13

Dostaneme λ = 2
13 , to dosad́ıme do vektorové rovnice a máme bod a = ( 4213 , 4,

63
13 ).

Pokud v́ıme, že f nabývá minima na M , pak jsme právě tento bod nalezli.

Z čeho plyne existence minima? K nabyt́ı minima funkce f bychom (kromě uzavřenostiM) potřebovali
také omezenost M , kterou ale nemáme. Funkce f má ale naštěst́ı vlastnost

(∀ K > 0)(∃ δ > 0)(∀ a ∈ M) ∥a∥ ≥ δ ⇒ f(a) ≥ K

která zaručuje existenci minima f na M .
Tuto vlastnost lze snadno ukázat - pro a ∈ R3 máme z trojúhelńıkové nerovnosti

f(a) = ||a− b||2 + ||a− c||2 ≥
(
||a|| − ||b||

)2

+
(
||a|| − ||c||

)2

= r
(
||a||

)
kde r(t) :=

(
t− ||b||

)2

+
(
t− ||c||

)2

je polynom stupně 2. Protože lim
t→∞

r(t) = ∞, tak, z definice limity

funkce r, dostaneme:

Pro každé K > 0 existuje δ > 0, že pro t > δ je r(t) > K. Stač́ı tedy pro a ∈ M vźıt t = ||a||.
Pak pro ||a|| > δ je f(a) ≥ r

(
||a||

)
> K, což jsme chtěli.

6.10 Bodem P = (a, b, c) ∈ R3, kde a, b, c > 0, ved’te rovinu tak, aby objem čtyřstěnu vymezeného touto
rovinou na kladných částech os byl minimálńı.

Řešeńı:
Čtyřstěn je určen délkou svých hran na jednotlivých osách. Tyto délky označme x0, y0 a z0. Objem
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čtyřstěnu je 1
3x0y0z0. Rovina, která čtyřstěn vymezuje má tedy rovnici x

x0
+ y

y0
+ z

z0
= 1. Tato rovina

obsahuje bod P právě když plat́ı a
x0

+ b
y0

+ c
z0

= 1.
Nyńı zformulujeme úlohu, kde mı́sto x0, y0, z0 budeme psát x, y, z.
Hledáme minimum funkce

f(x, y, z) = xyz

na množině

M :
a

x
+

b

y
+

c

z
= 1, x, y, z > 0 .

Použijeme Lagrangeovu větu pro M = {(x, y, z) ∈ U | g(x, y, z) = 0}, kde U : x, y, z > 0 je otevřená
množina a g(x, y, z) = a

x + b
y + c

z − 1 je vazbová funkce. Pro bod (x, y, z) ∈ M extrému f na M tak
existuje λ ∈ R, že

(
yz, xz, xy

)
= grad f(x, y, z) = λ · grad g(x, y, z) = λ ·

(
− a

x2
,− b

y2
,− c

z2

)
protože zjevně grad g(x, y, z) =

(
− a

x2 ,− b
y2 ,− c

z2

)
̸= (0, 0, 0).

Máme tedy podmı́nky

yz = −λ · a
x2

xz = −λ · b
y2

xy = −λ · c
z2

a
x + b

y + c
z = 1, x, y, z > 0.

Vyděleńım prvńıch dvou rovnic dostaneme

y

x
=

a

b
· y

2

x2
=⇒ b

y
=

a

x

a symetricky b
y = c

z . Tedy
a
x = b

y = c
z a dosazeńım do čtvrté rovnice źıskáme a

x + a
x + a

x = 1 neboli
x = 3a. Podobně dostaneme y = 3b a z = 3c.

Tedy jediný podezřelý bod je (x, y, z) = (3a, 3b, 3c), kterému odpov́ıdá rovina

x

3a
+

y

3b
+

z

3c
= 1 .

Abychom mohli usoudit, že v tomto bodě je minimum, muśıme vědět, že f nabývá na M minima.
Množina M je uzavřená (protože je možné ji zapsat také jako M : a

x + b
y + c

z = 1 & x, y, z ≥ 0,

kde jsou použity rovnosti a neostré nerovnosti). Množina M ale už neńı omezená (např. obsahuje body(
xa, 2b, 2xc

x−2

)
pro x > 2).

K existenci minima f na M stač́ı, pokud f má vlastnost

(∀ K > 0)(∃ δ > 0)(∀ (x, y, z) ∈ M) ∥(x, y, z)∥ ≥ δ ⇒ f(x, y, z) ≥ K

K ověřeńı této vlastnosti stač́ı následuj́ıćı odhad:
Pro bod (x, y, z) ∈ M předpokládejme bez újmy na obecnosti, že max{x, y, z} = x a označme

ε = min{a, b, c}. Pak je

||(x, y, z)|| =
√

x2 + y2 + z2 ≤
√
x2 + x2 + x2 = x

√
3

a
a

x
≤ a

x
+

b

y
+

c

z
= 1 =⇒ a

x
≤ 1 =⇒ ε ≤ a ≤ x
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a podobně ε ≤ y a ε ≤ z.
Tedy vždy dostaneme tento odhad

f(x, y, z) = x · y · z ≥ 1√
3
||(x, y, z)|| · ε · ε .

Nyńı pro K > 0 stač́ı požadovat, aby

f(x, y, z) ≥ ε2√
3
· ||(x, y, z)|| > K

tedy položit δ :=
√
3K
ε2 a máme to.
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