6. cviceni z Matematické analyzy 2

24. - 28. bfezna 2025

6.1 Naleznéte nejvétsi a nejmensi hodnotu funkee f(x,y) = 2% + y? — 22 na plose trojihelnika M s vrcholy
(2,0), (0,2) a (0,—2).

ResSeni: zde.

6.2 Naleznéte nejvétsi a nejmensf hodnotu funkce f(z,y) = 223 + 42% + 3? — 2y na mnoziné
M: 2%2< y<4.
Reseni: zde.
6.3 Naleznéte nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce f(z,y) = 2%y(4 —  — y) na mnoziné
M: 220 & y>0 & z4+y<6.

Reseni: zde.

6.4 Najdeéte tii pozitivni ¢isla jejichz soucin je maximélni, a jejichz soucet je roven 100.

Reseni: zde.

6.5 Urcete rozméry pravouhlého odkrytého bazénu, ktery ma pii daném objemu V' minimalni povrch.

Reseni:
Necht bazén m4 dno s rozméry z,y > 0 a vysku z > 0. Budeme tedy hledat minimum funkce

f(2,y,2) = vy + 222 + 2yz

na mnoziné
M: xyz=V, x,y,2>0.
Resen{ pomoci Lagrangeovy véty: zde.

Pomoci parametrizace:
Vyjadiime si z = ?‘; a dosadime do funkce f. Budeme tedy hledat minimum funkce

2V 2V

na oteviené mnoziné .
U: z,y>0.

Nutnou podminkou extrému h na U v bodé (z,y) € U je nulovost totdlniho diferencidlu:

2V 2V

takZe mame rovnice
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a dosazenfm prvni do druhé dostaneme jediné fesen{ (xg,y0) = (V2V, V2V).
Pokud vime, ze globdlni minimum existuje, pak jsme ho timto nasli.

Jak ukdzat, ze v bodé (zo,y0) = (V2V, V2V) minimum skutecné je? Miuzeme bud pouzit véty o
pozitivni definitnosti druhé derivace a véty o konvexnosti nebo muzeme pouzit tento trik:

Pro z,y > 0 je

(%) i 7

tedy

h(a:,y)za:y—i—ZV(;—i—;) :2V(\}5—1>2+xy+V:2V<\}5—\}g)2+u(\/@)

kde

je funkce jedné proménné.
Kdyz vysetifme funkei u(t) pomoci derivace u'(t) = 2t — %/, zjistime, Ze na intervalu (0,00) m4

globaln{ minimum v bodé to = v/2V s hodnotou u(tg) = 3vV4V2 = h(xg.yo).
Nyni tedy mame pro vSechna z,y > 0 odhad

h(x,y>=2v(—1y) T ouyE) > o)
—_———

>u(to)=h(xo,y0)
>0

coz znamend, ze v bodé (zo,yo) je globdlni minimum A na U.

6.6 Do tsece kuzele 1 — z = /22 + 2y? vymezené rovinou z = 0 vepiste kvadr takovy, Ze jeho stény budou
rovnobézné s jednotlivymi souradnymi rovinami a jenz bude mit maximalni objem.

Reseni: zde.

2
6.7 Do usece eliptického paraboloidu z = ”32—2 + % vymezené rovinou z = 1 vepiste kvadr takovy, ze jeho
stény budou rovnobézné s jednotlivymi soufadnymi rovinami a jenz bude mit maximalni objem.

Reseni:

Vzhledem k symetriim sta¢i vysettit pripad, kdy ¢tvrtina kvadru lezi v mnoziné x,y, z > 0. Tato ¢ést je

jednoznaéné urcéena svym vrcholem (x,y, z), ktery lezi v mnoziné:

2 . yj
3

xT

M : 2:3 & 0<z,y & 0<z2<1

objem této casti je pak dan hodnotou

f(x,y,z) = .’L'y(l - Z) :

Hleddme tedy maximum f na M.
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Reseni pomoci Lagrangeovy véty: zde.

Pomoci parametrizace:
2
Dosadime z = “"—; + % a do funkce f. Budeme tedy hledat minimum funkce

2 2 2 2
h(zy) = flo,y, 5 + %) =2yl - % — ) = 2y — 52°y — oy’

na mnoziné

2?2
N : >0 & —+=<1.
z,y 2 2+3_
Na vnitiku mnoziny N, tedy
2 2
N°: z,y>0 & %+y§<1.

je nutnou podminkou extrému h na N° nulovost totdlniho diferencialu:

(0,0) = dh(z,y) = (y - 3%y — 4%, - 3% - xy2)

takZe mame rovnice

neboli (protoze z,y > 0)

[SJ[SY

x2+%y2:1
2 4y? =1

N[

: 2 V3 2 V3 6
5t @) = (2 ) a (2 ) = 5.
2
Na hranici mnoziny N, kterd lez{ ¢astecné na elipse %+ %- = 1, ¢dstecné na pifmce x = 0 a Cdstecné
na piimce y = 0, je funkce h rovna nule. Tedy celou hranici tvoii podezielé body.

Mnozina N je uzaviend a omezend a spojitd funkce h tak nabyva na N svého maxima a minima.

V2 V3
272

s jedinym fesenim (z?%,y?) = (

Porovndnim hodnot v podezielych bodech tak mame, ze v bodé ( ) je maximum h na N.

Rozmeéry hledaného kvadru jsou proto

6.8 Urcete rozmeéry obdélnika daného obvodu 2p, ktery rotaci kolem jedné strany vytvoii téleso s maximalnim
objemem.

Reseni: zde.

6.9 V roviné 3z — 2z = 0 naleznéte bod, pro néjz je soucet Ctvercu vzdédlenosti od bodu b = (1,1,1) a
¢ = (2,3,4) minimalni.

Reseni:
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Pouzijeme metodu Langrangeovych multiplikdtoru pro rovinu

M = {(z,y,2) € R* | g(z,y,2) = 0}
kde g(z,y, z) = 3x — 2z a funkci

fla,y,2) =la = b|* +la—c|* =

= (-1 +@-12+-1)2+@ -2+ -3+ (2 — 4)*

vyjadiujici soucet ¢tvercu vzdalenosti bodu a = (x,y,2) od bodu b = (1,1,1) a ¢ = (2, 3,4). Pro extrém
v bodé a = (z,y, z) na M existuje A € R, ze

(2(z = 3).2(y = 9),2(: = 5)) = ff, = Agl, = A+ (3,0,-2)

3r—22=0.

Vektorovou rovnici muzeme skaldrné vyndsobit vektorem (3, —2,0) a dostaneme:

3 3 3
2-(z,y,2)- | 0 |-2-3,45-[ 0 |=x3,0-2-[ 0
-2 -2 -2

3r—22=0

2-0+2=X-13
Dostaneme \ = %, to dosadime do vektorové rovnice a mame bod a = (%, 4, %)
Pokud vime, ze f nabyva minima na M, pak jsme pravé tento bod nalezli.

Z ¢eho plyne existence minima? K nabyt{ minima funkce f bychom (kromé uzavienosti M) potiebovali
také omezenost M, kterou ale nemame. Funkce f mé ale nastésti vlastnost

VE>035>0(aeM) |a|>6= fla)>K

kterd zarucuje existenci minima f na M.
Tuto vlastnost lze snadno ukézat - pro a € R? mame z trojihelnikové nerovnosti

£(a) = lla— bl + fla—cl* > (llall = 1)+ (llall = lell)” = r(lal])

2 2

kde r(t) := (t — ||b\|) + (t — ||c||) je polynom stupné 2. Protoze tlim r(t) = oo, tak, z definice limity
—o0

funkce r, dostaneme:

Pro kazdé K > 0 existuje d > 0, ze pro ¢ > § je r(t) > K. Staci tedy pro a € M vzit t = ||a]].
Pak pro ||a|| > ¢ je f(a) > r(||a||) > K, coz jsme chtéli.

6.10 Bodem P = (a,b,c) € R3, kde a,b,c > 0, ved'te rovinu tak, aby objem é&tyfsténu vymezeného touto
rovinou na kladnych ¢astech os byl miniméalni.

Reseni:
Ctyfstén je urcen délkou svych hran na jednotlivych osich. Tyto délky oznacéme xg, yo a 2. Objem
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Ctyfsténu je %xoyozo. Rovina, kterd ¢tyfstén vymezuje mé tedy rovnici ;—0 + y% + % = 1. Tato rovina
obsahuje bod P pravé kdyz plati i + yi + £ =1

Nyni zformulujeme ulohu, kde misto xg, yo, zo budeme psat z,y, z

Hleddme minimum funkce

f(z,y,2) = zyz
na mnoziné
a b ¢
M: —+-+-=1, z,y,2>0.
r Yy =z

Pouzijeme Lagrangeovu vétu pro M = {(z,y,2) € U | g(z,y,z) = 0}, kde U : z,y,z > 0 je oteviend
mnozina a g(x,y,2) = & + % + £ — 1 je vazbova funkce. Pro bod (z,y,2) € M extrému f na M tak
existuje A € R, ze

a b c
(yzvx'z?‘ry) = grad f(xvyvz) =A- grad g(xvyvz) =A <_szv _?7 _22>

protoze zjevné grad g(z,y, z) = (—Z%, —y%, —z%> = (0,0,0).
Mame tedy podminky

yz = -\ 3
xzz—)\-y%

%+§+§:1, z,y,z > 0.

Vydélenim prvnich dvou rovnic dostaneme

2
r b =z Yy
a symetricky 2 v = <. Tedy % % = £ a dosazenim do ¢tvrté rovnice ziskdme & + £ + 2 = 1 neboli
x = 3a. Podobné dostaneme y=3baz=3c
Tedy jediny podeziely bod je (z,y, z) = (3a, 3b, 3¢), kterému odpovida rovina
x Y z
3a + 3b + 3¢

Abychom mohli usoudit, ze v tomto bodé je minimum, musime védét, ze f nabyva na M minima.
Mnozina M je uzaviend (protoze je mozné ji zapsat také jako M : 2 + % +<=1& =xy,2 20,
kde jsou pouzity rovnosti a neostré nerovnosti). Mnozina M ale uz nenf omezend (napt. obsahuje body
(xa 2b, 2“) pro x > 2).

K existenci minima f na M staci, pokud f mé vlastnost

(VE>0)30>0)(V (z,y,2) € M) |(z,9,2)[ 26 = flw,y,2) = K

K ovéteni této vlastnosti sta¢i nasledujici odhad:

Pro bod (z,y,z) € M predpoklddejme bez Gjmy na obecnosti, ze max{z,y,z} = = a oznatme
¢ = min{a, b, c}. Pak je

(xaywz)H = \/$2+y2+2'2 < \/Z‘2+I2+$2 :Z‘\/g

|
—
I
SHRS
IA

1l = e<a<lzx
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apodobné e <yae<z.
Tedy vzdy dostaneme tento odhad

1
f(xayvz) =T-Yy-z2> %H(‘L’vyaz)H tE€re.
Nyni pro K > 0 sta¢i pozadovat, aby

2
€
x,y,2) > — - ||[(x,y,2)|| > K
f(z,y,2) \/§||(y)\|
V3K

=~ a mame to.

tedy polozit § :=
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