7. cviceni z Matematické analyzy 2

31. bfezna - 4. dubna 2025

7.1 Nechf f = f(u,v) : R? — R je spojité diferencovatelnd funkce. Najdéte parcidln{ derivace funkce
(@) g(z,y,2) = f(5, )
(b) g(s,t) = f(3,t =)

(v zévislosti na parcidlnich derivacich funkce f).

Reseni: zde.

7.2 Transformujte diferencidlni vyraz
of of
o2l 2L
8y Youw
pomoci polarnich soufadnic:

O (0,+00) % (0,27) — R2\{(z,0) |z >0}

(rp) = (z,9)

kde
X =1TCoSp
y=7rsing .
Reseni: lzde.
7.3 Transformujte diferencialni vyraz
1— 2
v ﬁ + 2%
y Ox dy

pomoci souiadnic:

U:{(s,t) ER?|s#£0 A s+t#0} — {(z,y) eR?|z#-1 AN y#0}

(s;t) = (2,9)
kde

t
r=-
s
y=1t+s
Reseni: zde.
7.4 Transformujte diferencialni vyraz
of  yof
Oor =0y

pomoci souiadnic:
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kde

Reseni:

Transformace soufadnic €2 je bijektivni zobrazeni. Defini¢ni obor i obor hodnot zobrazeni ) jsou obé
oteviené mnoziny. Zobrazenf je spojité direferencovatelné (tedy slozky Jacobiho matice pro §2 jsou funkce
ti{dy C1) a inverzni zobrazeni Q! je také spojité diferencovatelné diferencovatelné:

ot :102\/z y=st
s

Potfebujeme vyjadiit hodnoty %(x, y) a g—g(x, y) pomoci hodnot a
(5,) a F(s,t) = f(,y), tj. FoQ = f.
Vezmeme si tedy rovnost

oF

Os

(s,£) & (s, 1), kde Q(z,y) =

f(z,y) :F(%xy)

a pouzijeme na ni % a 8% ¢imz podle fetézového pravidla dostaneme
oL
Hay) =& (F(Lay)) =5 (Lay) - %2 + 57 (Lay) - 2520 = —% 5 (Loay) +y 57 (L)
(L
Sy =Z(F (Ley) =5 (Lay) Tl + 55 (Lay) - %52 = 130 (Lay) +o 5 (Lay)

Retézové pravidlo je jen disledek toho, jak se derivuje slozené zobrazeni. Po piepsani

(%,xy) = Qz,y) = (s,t)

a vyjadieni

S

y = Vst

2V/st

oF

ot

(s,1)

xTr =
dostavame
U(,y) = —/2 9L (s,t) + Vst 2L (s,1)
g—i(x,y) = \/? %—f(s,t) % %—f(s,t) )
A po dosazeni mame
of yof N s3 OF OF \/E oF \/? OF B

7.5 Zmeénte poradi integrace v integralu
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fx,y) de dy

o _
S~

7 sinx

f(z,y) dy dx

o
o

Y

f(x,y) de dy

S—__
S~

Y ,
y=2—=x ;o y=x
AN /
1 \\ //
(«',2") (z,2 — )
Y, Y) 74‘777}7 2-v9)
Ey | B2
. . 5 x
0 (',0) 1 (2,0) 2\\
/

Vzhledem ke tvaru oblasti E a tomu, Ze je popsana riuznymi funkcemi na ruznych ¢dstech je vhodné
ji rozdélit na dveé oblasti Fq a Fo:

Ei: 0<y<1l & y<z<l1
Ey: 0<y<1l & 1<z<2-—y

které vyjadiime takto
FEi: 0<z<1 & 0<y<z
B : 1<z<2 & 0<y<2-—u.

Mnoziny E; a Ey se prekryvaji pouze v tsecce {1} x (0, 1), kterd na hodnotu integrélu nem4 vliv.
Funkei f tak muzeme prosté integrovat na sjednoceni obou oblasti £ = E; U Es.
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Zaména integrace pak vyjde jako:

12—y 1 2—x

O/y/f(:c,y)da:dy—/E/de—é/de + Z/de—O//zfxy ddel/QO/fM ) dy da

Pozor! Pokud by se oblasti prekryvaly Ej a E2 na néjaké “podstatnéjsi” mnoziné, bylo by pak na tomto pruniku
potfeba integrovat funkci dvakrat (piispévek z kazdé oblasti E;). Pfesnéji, plati

//de + //de_//de + 2. //de + / Fds | = //de + //de

E1\Es E1NEy E3\Ey E1UE, E1NEs

7.6 Zmeénte potfadi integrace v integrdlu
(i)
4 vz
/ [, y) dy de
0 Jaz/2
(i)
S P R g
/ / f(z,y) dy da.
1 2
Reseni: zde.
7.7 Vypocitejte hodnotu integrdlu a nacrtnéte oblast integrace:

(a)
2 2
//4ey2 dy dx
0

2x

2 4
//COS\/:E_3dxdy
0

y2

Reseni: [(a), (b).
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