
7. cvičeńı z Matematické analýzy 2

31. března - 4. dubna 2025

7.1 Necht’ f = f(u, v) : R2 → R je spojitě diferencovatelná funkce. Najděte parciálńı derivace funkce

(a) g(x, y, z) = f(xy ,
y
z )

(b) g(s, t) = f( st , t− s).

(v závislosti na parciálńıch derivaćıch funkce f).

Řešeńı: zde.

7.2 Transformujte diferenciálńı výraz

x
∂f

∂y
− y

∂f

∂x

pomoćı polárńıch souřadnic:

Φ : (0,+∞)× (0, 2π) → R
2 \ {(x, 0) | x ≥ 0}

(r, ϕ) 7→ (x, y)

kde
x = r cosϕ

y = r sinϕ .

Řešeńı: zde.

7.3 Transformujte diferenciálńı výraz
1− x2

y

∂f

∂x
+ 2

∂f

∂y

pomoćı souřadnic:

Ψ : {(s, t) ∈ R
2 | s 6= 0 ∧ s+ t 6= 0} → {(x, y) ∈ R

2 | x 6= −1 ∧ y 6= 0}

(s, t) 7→ (x, y)

kde

x =
t

s

y = t+ s .

Řešeńı: zde.

7.4 Transformujte diferenciálńı výraz
∂f

∂x
+

y

x

∂f

∂y

pomoćı souřadnic:
Ω : (0,∞)2 → (0,∞)2

(x, y) 7→ (s, t)

https://math.fel.cvut.cz/en/people/korbemir/mat2/2022/4.cviceni_mat2_2022.pdf#page=4
https://math.fel.cvut.cz/en/people/korbemir/mat2/2019z/6.cviceni_mat2_2019z.pdf#page=5
https://math.fel.cvut.cz/en/people/korbemir/mat2/2017z/5.cviceni_mat2_2017z.pdf#page=5


kde
s =

y

x
t = xy .

Řešeńı:

Transformace souřadnic Ω je bijektivńı zobrazeńı. Definičńı obor i obor hodnot zobrazeni Ω jsou obě
otevřené množiny. Zobrazeńı je spojitě direferencovatelné (tedy složky Jacobiho matice pro Ω jsou funkce
tř́ıdy C1) a inverzńı zobrazeńı Ω−1 je také spojitě diferencovatelné diferencovatelné:

Ω−1 : x =

√

t

s
y =

√
st

.

Potřebujeme vyjádřit hodnoty ∂f
∂x (x, y) a

∂f
∂y (x, y) pomoćı hodnot a ∂F

∂s (s, t) a
∂F
∂t (s, t), kde Ω(x, y) =

(s, t) a F (s, t) = f(x, y), tj. F ◦ Ω = f .
Vezmeme si tedy rovnost

f(x, y) = F
(y

x
, xy
)

a použijeme na ńı ∂
∂x a ∂

∂y č́ımž podle řetězového pravidla dostaneme

∂f
∂x(x, y) = ∂

∂x

(

F
(

y
x , xy

) )

= ∂F
∂s

(

y
x , xy

)

· ∂( y

x
)

∂x + ∂F
∂t

(

y
x , xy

)

· ∂(xy)
∂x = − y

x2

∂F
∂s

(

y
x , xy

)

+ y ∂F
∂t

(

y
x , xy

)

∂f
∂y (x, y) = ∂

∂y

(

F
(

y
x , xy

) )

= ∂F
∂s

(

y
x , xy

)

· ∂( y

x
)

∂y + ∂F
∂t

(

y
x , xy

)

· ∂(xy)
∂y = 1

x
∂F
∂s

(

y
x , xy

)

+ x ∂F
∂t

(

y
x , xy

)

Řetězové pravidlo je jen d̊usledek toho, jak se derivuje složené zobrazeńı. Po přepsáńı

(y

x
, xy
)

= Ω(x, y) = (s, t)

a vyjádřeńı

x =

√

t

s
y =

√
st

dostáváme

∂f
∂x (x, y) = −

√

s3

t
∂F
∂s (s, t) +

√
st ∂F

∂t (s, t)

∂f
∂y (x, y) =

√

s
t

∂F
∂s (s, t) +

√

t
s

∂F
∂t (s, t) .

A po dosazeńı máme

∂f

∂x
(x, y) +

y

x

∂f

∂y
(x, y) = −

√

s3

t

∂F

∂s
(s, t) +

√
st

∂F

∂t
(s, t) + s

(

√

s

t

∂F

∂s
(s, t) +

√

t

s

∂F

∂t
(s, t)

)

=

= 2
√
st

∂F

∂t
(s, t)

7.5 Změňte pořad́ı integrace v integrálu
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(a)
1
∫

0

1
∫

√
y

f(x, y) dx dy

(b)
π
∫

0

sin x
∫

0

f(x, y) dy dx

(c)
1
∫

0

2−y
∫

y

f(x, y) dx dy

Řešeńı:

(a), (b).

(c) Základńı oblasti integrace je

E : 0 ≤ y ≤ 1 & y ≤ x ≤ 2− y

0 1 2

1

x

y

(y, y) (2− y, y)

(x, 2− x)

(x, 0)

(x′, x′)

(x′, 0)

E1 E2

y = 2− x y = x

0

Vzhledem ke tvaru oblasti E a tomu, že je popsána r̊uznými funkcemi na r̊uzných částech je vhodné
ji rozdělit na dvě oblasti E1 a E2:

E1 : 0 ≤ y ≤ 1 & y ≤ x ≤ 1

E2 : 0 ≤ y ≤ 1 & 1 ≤ x ≤ 2− y

které vyjádř́ıme takto

E1 : 0 ≤ x ≤ 1 & 0 ≤ y ≤ x

E2 : 1 ≤ x ≤ 2 & 0 ≤ y ≤ 2− x.

Množiny E1 a E2 se překrývaj́ı pouze v úsečce {1} × 〈0, 1〉, která na hodnotu integrálu nemá vliv.
Funkci f tak můžeme prostě integrovat na sjednoceńı obou oblast́ı E = E1 ∪ E2.
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Záměna integrace pak vyjde jako:

1
∫

0

2−y
∫

y

f(x, y) dx dy =

∫∫

E

f dS =

∫∫

E1

f dS +

∫∫

E2

f dS =

1
∫

0

x
∫

0

f(x, y) dy dx+

2
∫

1

2−x
∫

0

f(x, y) dy dx

Pozor! Pokud by se oblasti překrývaly E1 a E2 na nějaké “podstatněǰśı” množině, bylo by pak na tomto pr̊uniku
poťreba integrovat funkci dvakrát (př́ıspěvek z každé oblasti Ei). Přesněji, plat́ı

∫∫

E1

f dS +

∫∫

E2

f dS =

∫∫

E1\E2

f dS + 2 ·

∫∫

E1∩E2

f dS +

∫∫

E2\E1

f dS






=

∫∫

E1∪E2

f dS +

∫∫

E1∩E2

f dS







7.6 Změňte pořad́ı integrace v integrálu

(i)
∫ 4

0

∫

√

x

x/2

f(x, y) dy dx

(ii)
∫

−1

1

∫ 1+
√

1−x2

x2

f(x, y) dy dx.

Řešeńı: zde.

7.7 Vypoč́ıtejte hodnotu integrálu a načrtněte oblast integrace:

(a)
2
∫

0

2
∫

2x

4ey
2

dy dx

(b)
2
∫

0

4
∫

y2

cos
√
x3 dx dy

Řešeńı: (a), (b).
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