9. cviceni z Matematické analyzy 2

14. - 18. dubna 2025

9.1 Nacrtnéte oblast integrace:

ResSeni: zde.

9.2 Nacrtnéte oblast integrace:
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dz dy dx

8

ResSeni: zde.

9.3 Vypoctéte
/ / / 2% av,
E

kde E je ohrani¢ena plochami y = 22, 2 =0, y + 2 = 1.

ResSeni: zdel

9.4 Vypoctéte
[
E

2 x=y’ z=2yaz=0.

kde E je ohraniceno plochami y = x

Reseni: zde.

9.5 Vypoctéte
/// xy dV,
E

kde FE je ¢tyfstén s vrcholy (0,0,0), (0,1,0), (1,1,0) a (0,1,1).

ResSeni: zde.

9.6 Zapiste integral pomoci cylindrickych soufadnic a pak jej spocitejte

2 Vi—z® 2
/ / (x% +y?) dz dy da.
B ARV

Reseni: zde.
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9.7 Zapiste integral pomoci cylindrickych soutfadnic a pak jej spocitejte:
1 V1—2a2 27127742
/ / / (22 +y?)? dz dy da .
=1 _T—2Z z2+y?

ResSeni: zdel

9.8 Uvazme téleso M = {(z,y,2) € R3 |0 < 2z <22 +4y?, 22 +y? <1} s hustotou o(z,y, 2) = 2. Naleznéte
a > 0 tak, aby rovina z = a rozdélila téleso M na dvé stejné tézké casti.

Reseni:
Téleso ma vysku 1, takze pro parametr ¢ méa smysl uvazovat pouze rozmezi 0 < a < 1.
Pouzijeme funkei f(a) = [[[ z dV vyjadiujici hmotnost spodni &ésti télesa M po rozdéleni rovinou

Lo

ve vysce a.
Zde je M, = {(z,y,2) ER3 |0 < 2 <2?+ 42, 22 +y? <1, 2 <a}.
Hodnotu 0 < a < 1 uréime tak, ze f(a) = 3 f(1).

Oblast M, je omezena zespodu rovinou z = 0, shora z ¢4sti rota¢nim paraboloidem z = 22 4 52 a z
¢asti rovinou z = a a ze stran valcem x2 + 3% = 1. Je tedy vhodné pouzit cylindrické soufadnice.

®: x=rcosp, y=rsing z="h.
Po dosazeni do nerovnosti pro M, mame
0<h<r* r*<1, h<a

) — 3

coz odpovidd fezu télesa M, svislou polorovinou, kterd prochdzi osou z a je uréena thlem ¢ (ktery se
méif od kladného sméru osy ).

(Tez)

Oblast parametrizace U, tak bude

Uy: 0<p<2r & 0<h<a & Vh<r<1.
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Pak je

2 a 1
fla) = /// de:///h-rdrdhdgoz///hrdrdhdgoz
M,=3(U,) Us 00
2 ah 27r1 a 9 3
- Do- = - . 2 N
_/ /2(1 h) dh | dy /2dg0 /h h? dh w(z 3).
0 \o 0 0

a® @ s
T —— =] ==
2 3 12

4a> —6a>+1=0.

neboli

Pokud je kofenem tohoto polynomu raciondlni ¢islo 5 v nesoudélném tvaru, pak musi platit, ze ¢

deli 4 a ze p déli 1. Tedy mozné (kladné) kofeny jsou jen 1 nebo % nebo %. 7 toho je jediny kofen pouze
1
a = bR

Protoze

4a® — 6a% +1=2(a — 1)(2a® =20 — 1) = 4(a — L)(a — HB)(a — 158)

a 1i2\/§ ¢ (0, 1), tak hledand hodnota je prave a =

1
3

9.9 Urcete hmotnost télesa E omezeného plochami 2?2 + 22 = 1, z + 4 + z = 2 a prostorem z,y,z > 0.
Hustota télesa je o(z,y,z) = |y|.

Reseni: zde.

9.10 Urcete hmotnost télesa E omezeného plochami 22 +y% = 1, z = |y| a 2 = 1 s hustotou o(z,y, 2) = 22.

Reseni:
Téleso FE je cast valce omezeného shora rovinou z = 1 a zespodu sefiznutého sikmo rovinami z = y a
z = —y. Tedy:

E: 224+y*<1, |y <z<1.

Pro kazdou dvojici (x,y) splitujici 22 + y? < 1 plati, ze |y| < 1. Tedy lze najit néjaké z, splitujict
y| < z < 1. Proto pramét mnoziny E do roviny zy je cely kruh z2 + y? < 1.
Y y rY) Y

Pouzijeme proto cylindrické soutadnice

T = Tcosp
®: y = rsing
z = h

Po dosazeni této parametrizace do podminek pro E dostaneme

r’<1 r|sing| <h <1.

)
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tedy oblast U parametrizace mnoziny F je:

U: 0<¢p<2r & 0<r<1 & r|sinp|<h<1.

Pak muzeme pséat

hmotnost(E)z///a(x,y,z) de///:zc2 d/V:///TQCOS2QD-T‘d(p dh dr =
E E U

2 2

11 1
:// / 3 cos gpdhdrdcp://rgcos o (1—r|sing|) dr dp =
00 00

7| sin |

2 1
/rgcos @ — 1 cos? p|sin ¢| dr dp =
0

0

0/
2 1 2m 1 4
= /congpdgo / Sdr| - /cos2<p|singp| deo | - /r4 ar| =22
4 15

0

0
—r 1 —a 1
— 4 -3 5
protoze
2m ™
-3 7" 4
/cosch- | sin @] dg0:2/(305290-sin30 dp=2- [—COZ tp] =3
0
0 0

9.11 Urcete moment setrvacnosti J télesa
E: 2249 +22<2 & 22 +9y* <1 & z,9,2>0.
vzhledem k ose otaceni z.

ResSeni: zde.
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