1 Vysetrovani extrémiu

Budeme se zabyvat vySetfovanim extrému redlnych funkci a to v nésledujicich typech tloh:
e hledéni [okdlnich extrému funkce f na otevrené mnoziné U.

e hleddn{ absolutnich (globdlnich) extrému funkce f na uzavrrené (a obvykle také omezené) mnoziné M .:

Definice extrémi: Funkce f : G — R, kde G C R”, ma v bodé ap € G

(globdini) minimum na G < pro kazdé a € G je f(a) > f(aop)

(globdlni) mazimum na G < pro kazdé a € G je f(a) < f(ap)

lokdlni? minimum < existuje € > 0 takové, ze pro kazdé a € U.(ag) NG je f(a) > f(aop)

(neboli: v bodé ag (globdln{) minimum na U.(ap) NG pro né&jaké € > 0)

lokdln? mazimum < existuje € > 0 takové, ze pro kazdé a € U.(ap) NG je f(a) < f(ao)

(neboli: v bodé ag (globalni) maximum na U (ag) N G pro né&jaké € > 0)

Globdlni{ (resp. lokdlni) minima a maxima se souhrnné nazyvaji extrémy (opét lokdlni nebo globélni). A
déle, pokud jsou ve vySe zminéné definici nerovnosti dokonce ostré (pochopitelné pro body a rtzné od ayp),
fikame, ze dany extrém je ostry.

Pozorovani: Kazdy globdln{ extrém (na dané mnozing) je také lokdlni extrém.

1.1 VysSetrovani lokalnich extrémiu na otevienych mnozinach
Véty, které ted budou popisovat nutné nebo postacujici podminky pro existenci extrému funkce vice proménnych,

jsou analogické piipadu jedné proménné.

Nutni podminka pro lokdlni extrém na oteviené mnoziné: Necht pro funkci f : U — R, kde
U C R" je oteviend mnozina, existuje v bodé ag € U (plnd) derivace f/(ag). Jestlize je v ag lokdln{ extrém,
pak f/(a()) = (07 B O)

Bod a € U, ve kterém je f'(a) = (0,...,0), se nazyvé staciondrni bod funkce f.

Co je to symetricka bilinearni forma: Zobrazeni @ : R” x R™ — R se nazyva symetrickd bilinedrni
forma, jestlize je linedrni v kazdé slozce zvlast, tj. pro kazdé h, k', k € R™ a pro kazdé )\ € R plati

o Qh+1 K =Q[h Kk +QN.k a QN k| =\

o QIk,h+ 1) = Qlk,hl+QE,N] a Qh,AE]=\-Q[h,k]
a jestlize je toto zobrazeni symetrické, tj. Q[E, fL] = Q[E, ] pro kazdé h,k € R".

Kazda symetrickd bilinedrni forma @ : R™ x R™ — R je popsana svou matici A ve standardni bazi, tj.

pro viechna &, k € R™. Tato matice A je symetrickd, tedy AT = A (zde ()7 znamen transponovéni dané
matice).

Asi nejznaméjsim piikladem takovéto formy je standardni skaldrni soucin, kde odpovidajici matice je
jednotkovd matice E.



Co je definitnost bilinearni formy: Symetrickd bilinedrni forma @ : R™ x R™ — R se nazyva
e pozitivné definitni <= pro kazdy vektor 0 # h € R™ je Q[E ﬁ} > 0.
e negativné definitni <= pro kazdy vektor 0 # h e R" je Q[ﬁ, fz] < 0.

—.

e indefinitni <= existuji vektory h,k € R™ takové, ze Q[i_i, H} >0a Q[E, k] < 0.

Postacujici podminky pro lokalni extrém na oteviené mnoziné: Nechf funkce f : U — R je
tiidy C? na oteviené mnoziné U (tedy m4 spojité viechny druhé parcidlni derivace na U). Necht ag € U je
staciondrni bod funkce f (tj. f'(a) = (0,...,0)). Jestlize

o ["(ap) je pozitivné definitni = v bodé ag je (ostré) lokdlni minimum.
o ["(ap) je negativné definitni = v bodé ag je (ostré) lokdlni maximum.
o f"(ag) je indefinitni = v bodé ag NENI lokaln{ extrém.

V poslednim ptipadé iikdme, ze v ag je sedlovy bod (tj. pokud ag je staciondrni a f”(ag) je indefinitnf).
Tento nazev je odvozen z toho, ze pii pruchodu bodem ag po pfimkach v ném mame v néjakém sméru lokalni
minimum a v néjakém jiném zase lokalni maximum.

Abychom mohli snadno rozeznavat definitnost forem, bude se ndm hodit nasledujici kritérium. Pfedtim
si jesté zavedme toto znaceni:

Pro ¢tvercovou matici A € R™*"™ pro i = 1,...,n oznatme A; determinant matice typu ¢ X ¢ vzniklé z
prvnich 4 sloupcu a prvnich ¢ fadku z matice A. (Determinanty A; se nazyvaji hlavn{ minory matice A.)

Sylvestrovo kritérium (definitnosti symetrickych forem): Necht symetrickd bilinedrn{ forma Q je
popsana symetrickou matici A € R"*". Pak @ je

e pozitivné definitni <= pro kazdé i = 1,...,n je A; > 0.

e negativné definitni <= pro kazdé i = 1,...,n je sgn(A;) = (—1)".
(neboli: hlavni minory stfidaji znaménka, pficemz PRVNI je ZAPORNE.)

Pokud je jesté navic det(A) # 0, pak Q je

e indefinitni <= neni pozitivné ani negativné definitni (tj. nenastane ani jeden z ptedchozich dvou
znaménkovych pifpadit).

Postup pii hledani lokdlnich extrému funkce f na oteviené mnoziné U bude tento:
e najdeme stacionarni body a € U (protoze f'(a) = 0 je nutn podminka );

e dile pak vySetiime definitnost f”(a) v téchto bodech.
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1.2 VysSetfovani globalnich extrémiu na uzavienych mnozinach

Budeme pracovat s uzavienymi mnozinami G C R™, které budou obvykle i omezené (tj. existuje K > 0,
7e G C (=K, K)™; neboli G se vejde do dostatecné velké krychle.) Tyto mnoziny budou ¢asto také zadany
néjakou implicitni vazbou.

Véta o nabyti obou globalnich extrému: Spojitd funkce f : M — R na uzaviené a omezené mnoziné
() # M C R™ nabyvd svého minima i maxima (tj. existuji a;,as € M, Ze v a1 je globalni maximum a v as je
globdlni minimum f na M).

Véta o nabyti glob4alniho minima: Necht f : M — R je spojité funkce na uzaviené mnoziné M C R™.
Necht déle plati
VK>036d>0NVaeM) |af|>0= f(a)>K

(tj. jestlize se s bodem a vzdalujeme od poc¢dtku, jde hodnota f(a) do plus nekonecna).
Pak funkce f nabyva na M svého globalniho minima.

Dikaz: Zvolme ag € M a polozme K = f(ag). Podle pfedpokladu mame § > 0, Ze pro vsechna a € M
takové, ze ||a|| > 4, je f(a) > K = f(ap) + 1. Nyn{ mame, Ze:

Na mnoziné M; = M N {a € R™ | ||a|]| > 6} m& funkce hodnotu vzdy alesporti f(ag) + 1 (pokud je tato
mnozina neprazdnd). Tedy ag ¢ M.

Mnozina My = M N{a € R™ | ||a|]| < ¢} je uzaviend (je to prunik uzavienych mnozin) a omezend. Protoze
M =M UM aay € M aag¢ My, musi byt ag € M. Proto je My neprézdnd mnozina.

Tedy na Ms nabyvé (viz Véta o nabyti obou globdlnich extrémi) funkce f svého minima v néjakém bodé
by € Ms. Nyni necht je a € M = My U M.

Pokud je a € M; pak (z existence minima na Ms) je f(a) > f(bp).

Pokud je a € My, pak madme f(a) > K = f(ag)+1 > f(ag) > f(bo), protoze ag € Mz a v by je minimum
f an Ms. Celkem tedy vzdy mame f(a) > f(bo), neboli v bodé by je globdlni minimum funkce f na M.

Nutnid podminka pro vdzang lokdlni extrém (Véta o Lagrangeovych multiplikdtorech):
Necht U C R" je oteviend mnozina a f,g; : U — R, i = 1,...,k jsou spojité diferencovatelné funkce.

Polozme
k

M =({a €U | gi(a) =0}

i=1

(funkce g; se nazyvaji vazby).
Necht ag € M je bodem lokalniho extrému funkce f ztiZzené na M. Jestlize vektory

grad g1 (ag), - .., grad gk (ag) jsou linedrné nezavislé
pak existuji A1,..., Ay € R (tzv. Lagrangeovy multiplikdtory), ze
k
grad f(ag) = Z i - grad gi(ap) -
i=1

Alternativni znéni:
Necht M je vyse uvedeného tvaru a plati uvedend linedrni nezavislost (v bodé ag € M). Oznacme si tzv.
Lagrangeovu funkci L : U x R¥ — R tvaru

k
L(zy,... &, by, lk) = f(z1, ... T0) —Z&-gi(zl,...,xn) .
i=1
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Jestlize a € M je bodem lokdlniho extrému funkce f zizené na M, pak existuje A = (A1,..., ) € RF, 7e

oL oL 0L oL
' = a_ a9 as —_ =
L'(a, ) = (6%,...,6mn,6€1,...78€k>(a,k) 0,...,0)
tedy plati
oL _of b g .
O—aij(a,/\)*gj(a)*;/\zaxj(a) pro j=1,...,n
oL .
07@(%)‘)*91(“) pro j=1,... k.

(neboli: Jestlize a je lokdlni extrém f na M (a plati linedrni nezdvislost), pak pro néjaké A € R* je (a, \)
staciondrnim bodem funkce L.)

Poznamka: Jestlize vySe zminénd linearni nezavislost plati v kazdém bodé a € M, pak se mnozina M
nazyvé varieta (angl. manifold) a je mozné ji priradit dimenzi - pomoci véty o implicitni funkci - a sice
dim M = n — k. Dimenze tak odpovidd dimenzi n puvodniho prostoru R™ snizenou o pocet k nezavislych
vazeb danych funkcemi g1, ..., gk.

Tecny prostor k této varieté M v bodé ag je pak kolmy ke vSem vektorum grad g;(aop),...,grad gi(ao)
a nase Lagrangeova véta tak fikd jen to, ze v pifpadé lokdlniho extrému funkce f v bodé ag je grad f(ag)
kolmy k mnoziné M v bodé ag (tj. kolmy k teénému prostoru mnoziny M v bodé ag).

V jednoduchém pifpadé, ze M je implicitné definovand plocha v R? (neboli vrstevnice funkce g) musf byt
gradient funkce f kolmy k této plose (pokud je v daném bodé lok. extrém). To si lze dobfe piedstavit tieba
kdyz f je gravita¢ni potencial a grad f jeho gravitacni silové pole pusobici na bod, jehoz pohyb je vazany na
néjakou plochu (zadanou pomoci g). Pak se muzeme ptdt, kde jsou na ploSe mista s rovnovaznou polohou
(stabilni = lokéln{ minimum f, labiln{ = lokéln{ maximum f).

Dulezita poznamka: Ve vété o Lagr. multiplikdtorech je otevienost mnoziny U (v definici mnoziny M)
podstatna! Mnozina M je vzdy v blizkém okoli bodu ay € M vpodstaté "rovnd”a my se na ni divame jako
kdybychom pracovali ve skutecéné rovném prostoru R"~%. V rdmci néj uz umime vysetiovat lokalni extrémy
pomoci "klasického” derivovani a k nému pravé potiebujeme, abychom kolem bodu ag méli dost prostoru

(neboli: aby ag byl v jistém smyslu ”uvniti” mnoziny M).

Postup pii hleddni absolutnich (globdlnich) extrému funkce f na wuzaviené (a obvykle také omezené)
mnoziné M bude tento:

e pomoc{ nutnych podminek (obvykle to jsou Lagrangeovy multiplikdtory) vylou¢ime ty body, kde urcité
extrémy nejsou;

e ve zbylé mnoziné podeztelych bodu (obvykle malé) srovndme jejich funkéni hodnoty, ze kterych vybe-
reme nejveétsi a nejmens;

e jestlize vime, Ze obou extrému musi byt nabyto, pak jsou to pravé predchozi nalezené nejvétsi a nejmensi
hodnoty v podezielych bodech;

e pii hledani pouze globdlniho minima podstupujeme obdobné - tj. hleddme nejmensi hodnotu mezi
podezielymi body;

e Dulezité: zde nepotiebujeme pouzivat druhou derivaci! (Ostatné, globédlnost piipadného extrému ndm
tato druhd derivace stejné nemuze potvrdit.)
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Poznamka: Necht M m4 tvar z Lagr. véty. Jestlize néjaky bod a € M nespliiuje podminku o linedrn{
nezdvislosti grad g;(a),...,grad gi(a), zafadime ho automaticky mezi podezielé body. Obvykle takovych
bodu neni mnoho, piipadné funkce je na nich ”uchopitelnd”. Proto pfi aplikaci Lagr. véty vlastné vzdy
ovérujeme, jestli vsechny body z M splnuji uvedenou podminku pro linearni nezavislost. Pokud ano, vazbam
g1, .-, gk se pak ika nezavislé.

U funkce f : C — R na kiivce C C R™ muzeme postupovat i tak, ze si zavedeme néjakou jeji parametrizaci
¢ : (a,b) = C a vysSetifme pak lokéln{ extrémy slozené funkce f o ¢ : (a,b) — R. Je otdzkou zkusenosti, kdy
spiSe zvolit Lagrangeovu metodu a kdy spiSe parametrizaci.
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