11.4kol z MA1 5. 12. 2023
Odevzdani tkolu: na pristim cviceni z MA1

1. Najdéte neurcity integrdl na maximalnich intervalech.

/cos(x) - cos(2x) - cos(3z) dx

2. Najdéte neurcity integral na maximalnich intervalech.

/x -arctg(z + 2) dz

3. Najdéte neurcity integral na maximalnich intervalech.

1
et

Ndvod: (1) Pouzijte opakované vzorec prevadéjici cosa - cosb na soucet vhodnych vyrazu
(pokud ho neznéte, odvodte ho pomoci vzorct cos(a 4+ b) = ... a cos(a —b) =...).

(2) Pouzijte vhodné metodu per partes. Raciondlni funkci prepiste jako ”polynom”+
"racionalni funkce, kde stupen ve jmenovateli je vétsi nez stupen v citateli”. U integralu
Z Vyrazu % pouzijte postupy z prednasky.

(3) Pouzijte substituci, kterd se nabizi. Vyslednou raciondlni funkei rozlozte na parcidlni

zlomky a pak integrujte pomoci postupu z prednasky.



Reseni 1:
Pouzijeme vzorec

cosa - cosb = =(cos(a+b) + cos(a — b))

1
2
ktery plyne ze vztahu

cos(a +b) = cosacosb —sinasinb

cos(a — b) = cosacosb + sinasinb .

Tedy
(COS(B@ + COS(—JJ)) - cos(3x) =

N | =

cos(z) - cos(2x) - cos(3x) =

(cos(6z) 4 cos 0+ cos(2z) + cos(—4z))

|

/cos(a:) - cos(2z) - cos(3x) dz = / i(cos(Gx) + 14 cos(2z) + cos(4z)) dz =

1 <sin(6x) N sin(4z) N sin(2x)

1 5 1 5 +x>+C

pro vSechna = € R.
Reseni 2:

Pouzijeme metodu per partes

2 1 1
/x-arctg(x—i—Q) dg;:g;-arctg(x+2)—2/iﬁ2'1+(x+2)gdw

a rozklad na parcialni zlomky:

z? (@ +4r45)—4dr -5  4r+8-8+45
1+ (z+2)2 22 4+4x+5 B r2+4r+5
Az +2) 3

_1+(ﬂc—|—2)2+1+($—|—2)2

a tedy snadno dostaneme

x? 2(z +2) 1
T de=f1de—2 - 2ETY g . dz=
/1+(x+2)2 v / ‘ /1+(a:+2)2 w+3/1+(x+2)2 o

=2 —2-In(1+ (z+2)%) +3-arctg(z +2) + C

pro vSechna x € R. Zde jsme pouzili substituce
e v prvnim pifpadé: t = 1+ (z+2)? a [ 1 dt = In [t + konst.

e v druhém pifpadé s =z +2a [ H% ds = arctg(s) + konst.



Takze celkem
2
/x -arctg(x + 2) dz =

3-arctg(a:+2)—§+ln(1+(:c+2)2)+0’

pro vSechna x € R.

Reseni 3:

Nejdiive si urc¢ime definiéni obor funkce f(x) pod integralem: V ¢citateli je kvadraticka
funkce v proménné ¢ = . Konkrétné je €* +e% —2 = (e* +2)(e® — 1) a tento vyraz je nulovy
praveé jen pro x = 0. Tedy defini¢ni obor je D(f) = R\ {0}.

Pouzijeme substituci t = e* (a funkci predtim rozsifime vyrazem Z—f)

/1 dx—/ < dx = t=e =
e2t e —2 | (e et —2)er | dt=e€dx |

1
_/(t2+t—2)t d

pricemz posledni integral nds zajima jen pro ¢t € (0,1) U (1,00) (protoze t = e > 0 a
t=-¢e"#1).
Nyni pouzijeme rozklad na parcidlni zlomky:
1 B 1 A, B +C’ At — V)t + Bt +2)t + Ct +2)(t —1)
E+t—2)t (t+2)(t—1t t+2 t—1 B (t+2)(t — 1)t N

 (A+B+O)* 4+ (-A+2B+CO)t —2C
N (t+2)(t— 1)t
tj. porovnanim koeficientu u monocleni mame soustavu linedrnich rovnic
A+B+C =0

—-A+2B+C =0
-2C =1

s feSenim C' = — %,BzfaA %.

Prot € (0,1) U (1,00) tedy méme

1 1 1
/(t2+t—2)tdt_6 t—|—2 /t—ld_/tdt_

1 1 1
:61n|t+2|+§ln]t—1|—§ln|t|+C’:é(ln|t+2|+2ln|t—1\—31n\t\)+C’i:
1 _ 2
Lot -1)
6 £3

kde C) je konstanta pro ¢t € (0,1) a Cy je konstanta pro ¢ € (1,00).
Celkem mame

1 1
/dx:ln
e2r 4 e¥ — 2 6

kde vyraz v argumentu absolutni hodnoty je ve skute¢nosti nezdporny a

+C;

T T _ 1)2
e NCES (EL)
6 ez

(¢ +2)(e” ~1)?
e3r

+C;

e konstanta C] je pro takova x, ze e* € (0,1), tedy z € (—00,0);

e konstanta Cy je pro takova z, ze e® € (1,00), tedy z € (0, 00).



