
2.úkol z MA1 3. 10. 2023

Odevzdáńı úkolu: na př́ıst́ım cvičeńı z MA1

1. Pro reálné funkce

f(x) = ⌊x⌋ (definována jako zaokrouhleńı na celé č́ıslo dol̊u, např. ⌊1, 7⌋ = 1, ⌊−2, 5⌋ = −3) a

g(x) = 3(x+ 2)2 − 5

najděte obrazy množin A1 = R, A2 = (− 5
2 , 3] a vzory množin B1 = (0, 1), B2 = {2}.

Tedy množiny f(A1), f(A2), g(A1), g(A2), f
−1(B1), f

−1(B2), g
−1(B1), g

−1(B2).

2. Pro reálné funkce dané předpisy f(x) = ln(x2 − x) a g(x) =
√
x najděte předpisy a definičńı obory

funkćı f ◦ g a g ◦ f .

3. Najděte základńı periodu pro každou z funkćı f a g. Maj́ı společnou periodu? Pokud ano, jakou?

f(x) = sin
(
5x+9
12

)

g(x) = cos
(
2x
35 − 11

)

(Základńı perioda je nejmenš́ı kladná perioda (pokud taková existuje), se kterou je funkce periodická).



1.Úloha - Řešeńı:

Pro ϕ : X → Y a B ⊆ Y je ϕ−1(B) = {x ∈ X | ϕ(x) ∈ B} (tedy vzor množiny B při zobrazeńı ϕ).
Graf funkce f(x) = ⌊x⌋ :
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Zřejmě je f(R) = Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .} a f
(
(− 5

2 , 3]
)
= {−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3}. Dále

f−1
(
(0, 1)

)
= f−1

(
(0, 1) ∩ f(R)

)
= f−1(∅) = ∅

protože (0, 1) ∩ f(R) = (0, 1) ∩ Z = ∅. A nakonec

f−1
(
{2}
)
= [2, 3) .

Pro funkci g můžeme použ́ıt toto:

g(x) = (α ◦ h ◦ β)(x)

pro všechna x ∈ R, kde α(x) = 3x− 5, h(x) = x2, β(x) = x+ 2.
Takže

g(R) = α
(

h
(
β(R)

))

= α
(
h(R)

)
= α

(
[0,+∞)

)
= [−5,+∞)

a podobně

g
(
(− 5

2 , 3]
)
= α

(

h
(

β
(
(− 5

2 , 3]
))
)

= α
(

h
(
(− 1

2 , 5]
)

︸ ︷︷ ︸

[0,
1
4 )∪[0,25]

)

= α
(
[0, 25]

)
= [−5, 70] .

Dále
g−1

(
(0, 1)

)
= {x ∈ R | 0 < 3(x+ 2)2 − 5 < 1}

0 < 3(x+ 2)2 − 5 < 1 ⇔ 5 < 3(x+ 2)2 < 6 ⇔ 5
3 < (x+ 2)2 < 2 ⇔

⇔
√

5
3 < |x− (−2)| <

√
2 ⇔

⇔ x ∈ (−2−
√
2,−2−

√
5
3 ) ∪ (−2 +

√
5
3 ,−2 +

√
2)

tedy

g−1
(
(0, 1)

)
= (−2−

√
2,−2−

√
5
3 ) ∪ (−2 +

√
5
3 ,−2 +

√
2)

kde jsme využili, že |x− a| < ε znamená x ∈ (a− ε, a+ ε) pro ε > 0 (a podobně |x− a| > ε).
A nakonec

g−1
(
{2}
)
= {x ∈ R | 3(x+ 2)2 − 5 = 2} = {−2−

√
7
3 ,−2 +

√
7
3}



2.Úloha - Řešeńı:

1. (f ◦ g)(x) = f(g(x)) = ln
(
(
√
x)2 −√

x
)

D(f ◦ g) = {x ∈ R | x ≥ 0 ∧ (
√
x)2 −√

x
︸ ︷︷ ︸
√
x(

√
x−1)

> 0} = {x ∈ R | x ≥ 0 ∧ √
x > 1} = (1,+∞)

pro x ∈ D(f ◦ g) se pak může funkce upravit jako (f ◦ g)(x) = ln
(
x−√

x
)

2. (g ◦ f)(x) = g(f(x)) =
√

ln(x2 − x
)

D(g ◦ f) = {x ∈ R | x2 − x > 0 ∧ ln(x2 − x) ≥ 0
︸ ︷︷ ︸

⇔ x2−x≥1

} =

= {x ∈ R | 0 ≤ x2 − x− 1 = (x− 1−
√
5

2 )(x− 1+
√
5

2 )} = (−∞, 1−
√
5

2 ] ∪ [ 1+
√
5

2 ,+∞)

3.Úloha - Řešeńı:

Nejdř́ıve si uvědomme, že pokud h : R → R je periodická s peridou p > 0 (tj. h(x+ p) = h(x) pro
každé x ∈ R), pak funkce k(x) = h(ax+ b) (kde a > 0, b ∈ R) má periodu p

a
.

Důkaz: k(x+ p

a
) = h(a(x+ p

a
) + b) = h(ax+ b+ p) = h(ax+ b) = k(x) pro každé x ∈ R.

To plat́ı i naopak, tj. pokud má uvedená funkce k nějakou periodu q > 0, pak h má periodu aq

(protože h(y) = k(y
a
− b

a
) pro všechna y ∈ R).

Tedy je zřejmé, jak se přecháźı mezi periodami od jedné funkce druhé. A proto - pokud má jedna
z nich nejmenš́ı kladnou periodu, má ji i ta druhá a maj́ı mezi sebou uvedený vztah.

Protože funkce sin a cos maj́ı nejmenš́ı kladnou periodu (tj. základńı periodu) rovnu 2π maj́ı funkce

f(x) = sin
(
5x+9
12

)
základńı periodu 12

5 · 2π = 24
5 π

g(x) = cos
(
2x
35 − 11

)
základńı periodu 35

2 · 2π = 35π

Dále si uvědomme, že pokud p > 0 je perioda funkce h, pak také np je perioda funkce h pro
libovolné n ∈ N.

Tedy např́ıklad (7 · 52) · 24
5 π = 3 · 5 · 7 · 8 · π = 24 · 35π je společná perioda funkćı f a g.


