1. cviceni z Matematické analyzy 1

23. - 27. z&r{ 2024

Uloha 1. Urcete defini¢n{ obor a naértnéte graf funkce
(a) f(z)=2", kde n € Z (tj. n je celé &islo),
(b) f(x) = z%, kden € Z, n # 0.

Kde jsou tyto funkce definovany? Jaky je vztah mezi grafy funkei z (a) a (b)? Jak se méni graf funkce f,
pokud ménime parametr n?

Uloha 2. Uvazujte funkci f danou predpisem f(z) = /z. Napiste, jak v tomto konkrétnim piipadé
vypadaji predpisy néasledujicich funkci g, a nacrtnéte jejich grafy:
(a) g(x) = f(z+2) (b) g(z) = f(x) +2 (c) g(z) = f(2x) (d) g(z) = 2f(x).

Uloha 3. Je-li g(x) = ax + b, kde a,b € R, a # 0 a f redlnd funkce, jaky vliv na graf funkce h maji dané
parametry jestlize

(a) h(z) = f(g(x)) = f(ax +D),
(b) h(z) = g(f(x)) = af(x) +b.

Uloha 4. Naértnéte graf funkce h(z) = %sin (—2:10 + g) — 1 a popiste, jakymi transformacemi postupné
vznikne z grafu funkce f(x) = sin(x).

Uloha 5. Nadrtnéte a vzajemné srovnejte grafy funkei s nésledujicimi predpisy:

(a) f(x) = sin(2x) (b) f(z) =sin(z +2) (c) f(z) =2 —sinz
(d) f(z) =z +sinx (e) f(z) =zsinx (f) f(z) =sin (1).
(8) f(x) = sin(a?) (1) f(2) = sin(V) Q) f) = 22

Uloha 6. Najdéte vSechna feseni nasledujicich rovnic a nerovnic v R.

1 2)2 1 1
(x —1)(x —2) r—1"z+2
1
(d) (x—1)(z+2)(z—3) >0 (e);_?)ZO (f) 32% — 22+ 2 = 0.
Uloha 7. Dokazte, ze nasledujici vztahy plati pro vSechna n € N, pomoci matematické indukce nebo
jinak:
- n(n+1) L, n(n+1)2n+1)
(a) 2 ) (b) ; 6

i=1 k=0



Poznamky k tloham:
Uloha 3: Pro a,b € R, a # 0 si ozna¢me tato zobrazeni R — R

e stejnolehlost (homotetie) hy(x) = az, x € R
e posunuti py(z) =z +b, x € R

Pak plati, ze py(ha(z)) = ax + b = a(z + %) = he(p:(z)) pro viechna z € R. Vidime, ze pii sklddéni
zobrazeni homotetie a posunuti zalezi na poradi jejich skladani.
Megjme nyni realnou funkci f. Pak

(i) graf funkce f(hy(x)) = f(z + b) vznikne z grafu funkce f posunutim o hodnotu —b podél osy =
(tedy o |b| doprava, pokud b < 0; a hodnotu |b| doleva, pokud b > 0).

(ii) pro a > 0 vznikne graf funkce f(p,(x)) = f(az) z grafu funkce f stejnolehlosti s koeficientem %

podle osy x (vzhledem k pocatku souradnic), tedy roztazenim %-krét, pokud a < 1; a smrsténim
a-krat, pokud a > 1.

(iii) pro a = —1 vznikne graf funkee f(pq(z)) = f(—z) zrcadlenim grafu funkce f podle svislé osy y.
Graf funkce g(z) = f(ax 4 b) tedy ziskdme z grafu funkce f takto:

e pro a > 0: Mame f(ax +b) = f(pp(he(x))). Graf f posunume o —b podle osy x (tim dostaneme
graf funkce f(py(x))) a posunuty graf pak stejnolehlosti (vzhledem k pocdtku souradnic) upravime
s koeficientem %

Muzeme také postupovat takto: f(ax +b) = f(a(x + g)) = f(ha(pe(z))). Graf f zménime

stejnolehlosti (vzhledem k pocatku souradnic) s koeficientem é a vysledek posunume o fg podle
oSy .

e proa < 0: Mame f(az+b) = f(ps(hjq/(—2))). Postupujeme podobné jako vyse, a nakonec piidame
zrcadleni podle osy y.

Muzeme vyuZit jesté toho, jak vypada popis stejnolehlosti s koeficientem a vzhledem k bodu ¢ € R:

z—alx—c)+ec

(Specidlné: zrcadleni podle svislé osy prochazejici bodem ¢ dostaneme pro a = —1 a mé tvar
T 2c—ux.)
, _ - (ox . b
Tedy (pro a # 1) plati vztah ax + b = a(x — ¢) + ¢ pro viechna z € R prave kdyz ¢ = 2.
Tedy graf funkee f(azxz +b) (pro a # 1) pak dostaneme z grafu funkce f pomoci stejnolehlosti (podél
osy ) s koeficientem 1 vzhledem k bodu ﬁ.

af(x) +b=py(ha(f(x)))

z grafu funkce f stejnolehlosti s koeficientem a vzhledem k pocdtku soufadnic (podél osy y) a pak
posunutim o b podél osy y.

Uloha 4: Graf funkce h(z) = L sin (=22 + Z) — 1 vznikne z grafu funkce f(z) = sin(x) postupné

2
takto:

(a) posunutim o 7 doleva podél osy z (vznikne funkce x + sin(z + 7));
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(b) smrsténim 2-krdt podle osy x (vzhledem k pocatku) a zrcadlenim podle osy y (vznikne funkce
x> sin(—2x + 3));

(c) smrsténim 2-krét podle osy y (vzhledem k pocdtku) (vznikne funkce z — 3 sin(—2z + %));
(d) posunutim o 1 smérem doli podle osy y (vznikne vyslednd funkce h).

Take muzeme funkci upravit takto:

h(z)=3sin(—2z+ %) — 1 =4 cos(—2z) —1 = Jcos(2z) — 1.
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