
13. úkol z MA1 18. 12. 2024
Odevzdáńı úkolu: na př́ı̌st́ım cvičeńı z MA1

1. Rozhodněte, zda následuj́ıćı řada absolutně konverguje:

∞∑
n=1

3n10 + 10 · 4n

n!− πn

2. Rozhodněte, zda následuj́ıćı řada absolutně konverguje:

∞∑
n=1

(π
2
− arctg n

)

Návod: (1) Nejdř́ıve ověřte, že zadaná řada
∞∑
n=1

an je dobře definovaná, a že má

kladné členy poč́ınaje nějakým indexem n. Zamyslete se, jaká je limita posloupnosti
cn

n!
pro c ∈ R a proč. Pak použijte limitńı pod́ılové kritérium, kde vše řádně zd̊uvodněte.

Je možné postupovat i pozvolněji - použ́ıt nejdř́ıve limitńı srovnávaćı kritérium

s řadou
∞∑
n=1

bn, kde členy bn budou zjednodušené členy an (v čitateli a jmenovateli

ponechte vedoućı členy). Pro chováńı řady
∞∑
n=1

bn využijte limitńı pod́ılové kritérium.

(2) Použijte limitńı srovnávaćı kritérium s řadou
∞∑
n=1

1

na
pro vhodné a > 0. K

výpočtu př́ıslušné limity použijte L’Hospitalovo pravidlo, které vám ukáže, jak vhodně
zvolit hodnotu parametru a, abychom mohli rozhodnout o chováńı p̊uvodńı řady.



Řešeńı 1:
Nejdř́ıve si ukážeme, že členy an jsou kladné od nějakého n0. Máme

n!− πn = n! ·
(
1− πn

n!

)
a pomoćı odhadu (pro n ≥ 4)

0 ≤ πn

n!
=

πn

(1 · 2 · 3) · 4 · 5 · · ·n
≤ π3 · πn−3

6 · 4n−3
=

π3

6
·
(π
4

)n−3 n→∞−→ 0

vid́ıme, že lim
n→∞

πn

n!
= 0. Dı́ky této limitě je n! − πn = n! ·

(
1− πn

n!︸ ︷︷ ︸
≥ 1

2

)
≥ n!

2
> 0 od

nějakého n0 a tedy členy an jsou kladné od nějakého n0.
Poznámka: Takovouto informaci nemuśıme nutně vždy využ́ıt. Pokud bychom ji ale neměli a stalo

by se, že řada

∞∑
n=1

|an| by divergovala, pak bychom obecně nemohli ř́ıct, že řada

∞∑
n=1

an diverguje.

Vı́me proto, že absolutńı konvergence řady
∞∑
n=1

an je totéž jako (obyčejná) konver-

gence řady
∞∑
n=1

an. Dále máme

an =
3n10 + 10 · 4n

n!− πn
=

4n

n!
·

3n10

4n
+ 10

1− πn

n!

tedy zvoĺıme srovnáńı s jednodušš́ı řadou
∞∑
n=1

bn, kde bn =
4n

n!
.

Dı́ky limitńımu srovnávaćımu kritériu a limitě

lim
n→∞

|an|
|bn|

= lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

3n10

4n
+ 10

1− πn

n!

= 10 ∈ (0,∞)

kde jsme využili výše zmı́něnou limitu lim
n→∞

πn

n!
= 0 a limitu z přednášky lim

x→∞

xk

ax
= 0

pro k ∈ N a a > 1 (v rámci věty o limitě složené funkce a posloupnosti), máme, že

řada
∞∑
n=1

an konverguje absolutně ⇔ řada
∞∑
n=1

bn konverguje absolutně.

Nyńı vyšetř́ıme řadu
∞∑
n=1

bn např. pomoćı limitńıho pod́ılového kritéria. Máme

|bn+1|
|bn|

=
4n+1

(n+ 1)!
· n!
4n

=
4

n+ 1

n→∞−→ 0 < 1

a proto řada s členy bn absolutně konverguje a tedy i řada s členy an absolutně
konverguje.



Řešeńı 2:
Řada má všechny členy kladné. Prozkoumáme rychlost konvergence funkce

f(x) =
π

2
− arctg(x2)

v okoĺı ∞. Tedy uvažujme limitu pro (zat́ım neznámé) a > 0:

lim
x→∞

π
2
− arctg(x2)

1
xa

L′H
= lim

x→∞

− 2x
1+x4

− a
xa+1

= lim
x→∞

2

a
· xa+2

1 + x4

(a=2)
= lim

x→∞

x4

1 + x4
= 1

Předpoklady pro L’Hospitalovo pravidlo byly splněny (tvar 0
0
) a po volbě a = 2

máme př́ıslušnou limitu. Toto využijeme v limitńım srovnávaćım kritériu:

• an =
π

2
− arctg (n2)

• bn =
1

n2

• lim
n→∞

|an|
|bn|

= 1 ∈ (0,∞)

Řada
∞∑
n=1

|bn| =
∞∑
n=1

1

n2
konverguje (viz přednáška), proto konverguje i řada

∞∑
n=1

|an|.

A tedy řada
∞∑
n=1

an konverguje absolutně.


