14. cviceni z Matematické analyzy 1

6. - 10. ledna 2025
Uloha 1. Rozhodnéte, zda nasledujici fady absolutné konverguji.
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Uloha 2. Urcete, pro jaké hodnoty parametru a € R nésledujici fady konverguji.
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Uloha 3. Rozhodnéte, zda nasledujici fady absolutné konverguji.
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Uloha 4. Rozhodnéte, zda nasledujici fady absolutné konverguji.
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Uloha 1: V této tloze maji ¢leny ve vSechny fadéch od néjakého indexu ng konstantni znaménko,
takze absolutni konvergence odpovidd konvergenci puvodni fady (coz znamend, ze fada bud
absolutné konverguje nebo diverguje - moznost neabsolutni konvergence zde nenastéva).

Pro vysetfeni konvergence v této tloze vzdy staci limitniho pomoci srovnavaciho kritéria

e.)
1
(LSK) srovnat danou fadu s fadou Z — ktera pro p > 1 konverguje a pro p < 1 diverguje.
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Rada s ¢leny b, = % diverguje ( = ) fada s ¢leny a, diverguje.
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Rada s ¢leny b, = # konverguje ( = ) fada s ¢leny a, absolutné konverguje.
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Rada s ¢leny b,, = # konverguje ( = ) fada s ¢leny a, absolutné konverguje.
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Rada s ¢leny b, = \T diverguje L:>K) fada s ¢leny a, diverguje.
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Rada s ¢leny b, = n—lz konverguje ( = ) tfada s ¢leny a,, absolutné konverguje.
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« LSK
Rada s ¢leny b, = # konverguje ( = ) fada s ¢leny a, absolutné konverguje.
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. LSK
Rada s ¢leny b, = # konverguje ( = ) fada s ¢leny a,, absolutné konverguje.
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Rada s ¢leny b, = % diverguje ( = ) tfada s ¢leny a,, diverguje.
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. LSK
Rada s ¢leny b, = # konverguje ( = ) fada s ¢leny a,, absolutné konverguje.
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32+ 7 arctg <7Z3+2) 3+ % n? , 1 3
= . - —, volime b, = - takze
n

() 0 = arcts

2 2
3+ 2 Sno 1 T+
3n%47
lan| 8T8 (%m) 3+ 5 neo 3
= 30217 ' y — »€(0,00)
b n3+2 T+ 7

« LSK
Rada s ¢leny b, = % diverguje ( = ) fada s ¢leny a, diverguje.
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lanl sin <evn3+2+V"3+1 — 1>
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Wer 1 nooo 1
takze — b, i — 3 €
bal eVnit2+vndtl — ] \/Wﬂ/n?’i \/1+ "‘\/1 n3
(0,00)
- 1 S
Rada s ¢leny b, = ETE) konverguje (L:K) fada s ¢leny a, absolutné konverguje.
Y3-1 en™ 1 W3 1 1 )
(l) Ap = \3/’5 = 1 n3 . 7 . 37\/%7 volime bn = ﬁ takze
n ns
1n3
ne—1
||‘bL”|| - 61173 In3 "% In3 e (0, 00)
n n n

. . (LSK) . . 5 .
Rada s ¢leny b,, = # konverguje ( = ) rada s ¢leny a,, absolutné konverguje.

Uloha 2: Vsechny fady v této tloze (s vyjimkou &sti (c) a (e)) maji kladné éleny (od néjakého
indexu ng). Proto v téchto situacich (tj. az na (c) a (e)) staci vySetfovat absolutni konvergenci
(neabsolutni konvergence zde nenastavd) a pokud rada nekonverguje absolutné, pak diverguje.

1 11 =1
(a) Proa <0je o— > ——a—= pron > 2, a jelikoz rada Z — diverguje, je i nase puvodni
nln®n = n In®2 =n

>0
rada divergentni.

Proa >0 pouzueme integralni kritérium: Pro kladnou nerostouct funkci f(x) na intervalu

(2,00), Tada Z f(n) konverguje pravé kdyz zobecnény Riemanniv integrdl / f(x) dx

n=2
je konecny.

Funkee f(x) =

je nerostouci na (2,00) (pro a > 0). Pro ¢ > 2 mame

c 1 y=Inz ne g
/ In® dw:{d—“}:/ @
o zln“zx Y= m2 Y

o) Inc o)
1 1 konv., a>1
takze / f(x) de = lim — dy = / — dy ?m) ¢
2 =00 Jing Y¢ 2 Y* div., 1>a>0.

Zaveér: tada konverguje pro a > 1 a diverguje pro 1 > a.

1
zIn®x

(b) Pro a = 0 nenf splnéna nutna podminka konvergence fady, tj. 1—cos(n’) /4 0 pro n — oo.

Pro a > 0 si vzpomene na Tayloruv polynom funkce cosx v bodé 0 a proto si vezmeme

1 —cosx L'H sin x 1

limitu lim ——— lim = —. Diky ni volime b, = —— a mdme
x—0 x? z—0 2z 2 Y " n2a
1
a 1 —cos (=% 1
||bn|| = (1)(2”) ety 3 € (0,00) a pouzijeme limitni srovnavaci kritérium, takze:
n L
na
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. . (LSK 1 .

Rada s ¢leny a,, konverguje ( & ) rada s ¢leny b, = —— absolutné konverguje.
n

Celkem: fada konverguje pro a > % a diverguje pro % >a>0.

Protoze sinz < x pro x > 0, ma fada samé zaporné ¢leny, tedy opét staci vySetiovat
absolutni konvergenci. Vzpomene si na Tayloruv polynom funkce sinx v bodé 0 a proto

. L. . sinx—x g . cosx—1pg.. —sinz 1 ) , ,
si vezmeme limitu lim ———— = lim ——— = lim = ——. Diky nf volime
3 2
z—0 x 1 117—>0 3x z—0 6x 6
, ‘an| n S (ﬁ) nooo 1 .. e, , ,
bp = —— a mame ool =1 — & (0,00) a pouzijeme limitni srovndvaci
ns= n =
n

kritérium, takze:

. LSK
Rada s ¢leny a,, konverguje ( & ) fada s ¢leny b, = absolutné konverguje.

n3—a

Celkem: fada konverguje pro 2 > a a diverguje pro a > 2.

2 B 2 1
Vne +1++yne—1 \/1—1-,%@—1-\/1—# na/2

an:\/na—i—l—\/na—l:

2
Tedy volime b, = a7z @ mame = "% 1 € (0,00) protoze je
n R S
a > 0. Z limitniho srovnavaciho kritéria plyne, zZe:
- y . (LSK) . 5 1 3 )
Rada s ¢leny a,, konverguje = & ° fada s ¢leny b, = —- absolutné konverguje.

na/2
Celkem: fada konverguje pro a > 2 a diverguje pro 2 > a > 0.

Pouzijeme limitni podilové kritérium

|an+1| _ ‘a|n+1 . 32n+1 +n _ M ' 1+ ‘327?+1 nﬂ}o M
jan] 3 Lmt 1 o] 9 1+ gm 9
Pro |a| > 9 tedy fada diverguje a pro |a| < 9 (absolutné) konverguje. Pro pro a = 49 je
9" 1 1
lan| = i 31 o sy 3 # 0 takze neni splnéna nutnd podminka pro konver-
genci fady.

Celkem: Fada konverguje pro |a| < 9 a diverguje pro |a| > 9.

1
n—|—1:hl(1+ )n
n

an, =n%In

1 In(1+ 41
a mame Jan| = M "% 1 € (0,00). Z limitniho

nl—a |bn‘
srovnavaciho kritéria plyne, ze:

Tedy volime b, =

5 . (LSK) . 5 . .
Rada s ¢leny a,, konverguje ( & ) rada s ¢leny b, = absolutné konverguje.

nl—a

Celkem: fada konverguje pro a < 0 a diverguje pro a > 0.
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(g) Vzpomene si na Tayloruv polynom funkce e® v bodé 0 a proto si vezmeme limitu

X X
et —l—zpg . -1 1 . .
lim ———— "= lim = 5. Diky nf volime b, = —— a mame
x—0 x =0 2 2 n<—a
jan| _en —1-3
a en — 1 —=2 n 0 .. . e . , c s .
ﬁ =— " = 3 € (0,00) a pouzijeme limitn{ srovnavaci kritérium, takze:
n W

. LSK
Rada s ¢leny a,, konverguje ( & ) fada s ¢leny b, = absolutné konverguje.

n2—a

Celkem: fada konverguje pro 1 > a a diverguje pro a > 1.

(h) Pouzijeme limitni podilové kritérium

|an| 33+ (n+1)° 4n 3 14 (gﬁg 3
k
(protoze mlgrgo %’f =0proa>1akeN).

Celkem: fada diverguje pro vSechna a € R.

(i) Prozkoumame nutnou podminku pro konvergenci rady:

a1 1n(1+%) OO, a > 1

n : T n—00
ap =¢€ n — qe a=1
1, ax<xl1

Celkem: fada diverguje pro vSechna a € R.

Uloha 3:

(a) Vsechny ¢leny jsou kladné. Pouzijeme limitni podilové kritérium:

12 2» 1 1\? 1
[t = (n+1) R s " 2 < 1, takze Fada absolutné konverguje.
lan| ntl p2 2 2

n

(b) Vsechny ¢leny pro n > 2 jsou kladné. Pouzijeme limitni podilové kritérium:
(=100)n+1

jana| (D DM <1+1>" R eV T
an] (n+ 1)l i (—1)n n) i CIE ’

takze fada diverguje.

(¢) Prozkoumdme nutnou podminku pro konvergenci rady:
_[(=3)"+nl <3)". 1+ 037 oo

lan| = 10— \3 T — 00 # 0, takze fada diverguje.

2"L
(d) Prozkouméme nutnou podminku pro konvergenci fady:

= = — 1 # 0, takze fada diverguje.
n!+10n 14 100

|an|
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(e)

(f)

(2)

(i)

()

(m)

Vsechny c¢leny jsou kladné. Pouzijeme limitni podilové kritérium:

5 4
g1 15 ntasn 4 14+ 0E mig 4

[@n1] = +(ntl) I = - - i‘“ .3 5 [ 1, takze tada
an]  (n+ D45 4npd 5 DT g g 5

5n+1

absolutné konverguje.

Vsechny c¢leny jsou kladné. Pouzijeme limitni podilové kritérium:
ntl _ o—(n+1) 3n e 1— e 2+l

|an+1| e n—oo € S o~
— . = —- — — < 1, takze rada absolutné
lan| 3ntl en—e ™ 3 1l—e 2 3 ’
konverguje.

Vsechny ¢leny jsou kladné. Pouzijeme limitni odmocninové kritérium:

Van] = (1 - i) e

Prozkoumédme nutnou podminku pro konvergenci rady:

"% e7% < 1, takze fada absolutné konverguje.

3N

In(1—=
—1\" _M
lan| = (n > —e 7 "ZX el +£0, takze fada diverguje.
n

Vsechny ¢leny jsou kladné. Pouzijeme limitni odmocninové kritérium:

Vil = (1- 5

n-+4
guje.

Thta T __4 n—oo  _ . .
" nt+a T e~ < 1, takze fada absolutné konver-

P =
) _

Prozkouméme nutnou podminku pro konvergenci fady:

In(n+2) . .
lap| = Vn+2=¢€¢ = S 0 =+ 0, takze fada diverguje.

2 37° 41 3\" . 1 3\"  lm(1+-2
an = 5n? :<5) ) 1—|—3n2:(5> -e” ( 3"2)

3\" a Lin(14-L,
Tedy volime b,, = <5> a mame ||b"|| =e" n< +3”2> "% 0 =1 € (0,00). Protoze fada
n
n
s ¢leny b, = 5> absolutné konverguje tak, z limitniho srovnavaciho kritéria plyne, zZe

fada s ¢leny a, konverguje.

Vsechny ¢leny jsou kladné. Pouzijeme limitni odmocninové kritérium:

nl(2n)" 2n .
Vlan| = ( 22 =— "% 0 < 1, takze fada absolutné konverguje.
n n

Nejdiive si ukazeme, ze Cleny a, jsou kladné od néjakého ng. Mame

Wn
n!—ﬂ”:n!'<1—>
n!
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a pomoci odhadu (pro n > 4)

an " 7T3 . 7Tn73 71_3 (

0< - = < = .
! (1-2:3)-4-5--mn 6-473 6

n

7r T n!
vidime, ze lim — = 0. Diky této limité je n! — 7" = n!- (1 — —) > — > 0 od néjakého
n—oo n!

no a tedy ¢leny a, jsou kladné od néjakého ng.

o0

Vime proto, ze absolutni konvergence fady Zan je totéz jako (obyc¢ejna) konvergence

n=1
oo
rady Z an. Déale mame
n=1
3104 10-47  4n 300 410
n = ———V = — ' T m
nl —an n!l 1-Z;
n:
o0 n
tedy zvolime srovnani s jednodussi fadou Z bn, kde b, = —-.
= n!
Diky limitnimu srovndvacimu kritériu a limité
3n10
a a " T
lim lanl _ lim — = lim 42—~ =10 € (0, 00)
n—00 |bn’ n—00 bn n—oo ] — L'
n:
" x*
kde jsme vyuzili vySe zminénou limitu lim — = 0 a limitu z prednasky lim — =0 pro

n—oo n! T—00
k€ Naa>1(vramci véty o limité slozené funkce a posloupnosti), mame, ze

oo o0
fada Z an konverguje absolutné < fadaz b, konverguje absolutné.

n=1 n=1

o
Nyni vySetiime fadu Z b, napt. pomoci limitniho podilového kritéria. Mame
n=1
|bn+1| . 4t n! 4 oo

- i 1
NS A G TS R

a proto fada s ¢leny b, absolutné konverguje a tedy i rada s ¢leny a,, absolutné konverguje.

(n) Vsechny ¢leny jsou nezdporné. Pouzijeme limitni odmocninové kritérium:

1
= a k)
n —1 1 B e
Vian| = <\/T:LF > = (1—f> =e 7 el < 1, takze tada
n n

absolutné konverguje.

B
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(o) Vsechny cleny jsou nezaporné. Pouzijeme limitni odmocninové kritérium:

. Jf2n2 +n+1\™ 1 n?
Vil =\g27032) =l o2 n2) =
2n* +n—+ 2 2n+n+2

1
__ a8 .l“(l 2n2+n+2>
2n?4nt2 L pnooo
—c e 20 <]

takze fada absolutné konverguje.

Uloha 4:
(a) Rada m4 viechny cleny kladné. Prozkoumame rychlost konvergence funkce
T .
fz) = 5 arcsin(1l — x)

v bodé z = 0 (zprava). Tedy uvazujme limitu pro (zatim neznamé) o > 0:

o Foaresin(l—a) ppo o Vic(ee2 o a”lalTY (a=p)
lim = lim Y—— = lim —— =

=0 T z—0, qro-l 204 /2 —x - /T

1 1
Tedy zvolili jsme o = 3 a proto zvolime srovnani s radou se cleny b, = \T Pak mame
n
lan| 5 — arcsin (1 — l) 00
onl = - nl "2 V2 e (0,00).
1
Protoze tada s ¢leny b, = T diverguje tak, z limitniho srovnavaciho kritéria plyne, ze
n
fada s ¢leny a, také diverguje.
(b) Rada m4 vsechny ¢leny kladné. Prozkouméme rychlost konvergence funkce
i
f(x) = 5 arctg(z)
v okoli co. Tedy uvazujme limitu pro (zatim nezndmé) o > 0:
T —arctg(x) 1/ ——L5 (a=1 z?
lim 2 2B@) it TTE (b gy s =1
T—00 & T—00 —— Ty z—oo 1 + 2
Tedy zvolili jsme o = 1 a proto zvolime srovnani s radou se cleny b, = —. Pak mame
n
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I —arctg n
|“bl"||:2 BT o € (0,00).
" 1

n

1
Protoze tada s ¢leny b, = — diverguje tak, z limitniho srovnavacitho kritéria plyne, ze
n

fada s Cleny a,, také diverguje.

Rada m4 véechny ¢leny kladné. Vyuzijeme rychlost konvergence (a tedy limitu) z tlohy
(b) a zvolime srovnan{ s radou s cleny b, = —;. Pak mdme
n

T _ arctg (n?
||Zn||:2 lg( )niio 1 € (0,00).
n

n?
1
Protoze rada s cleny b, = —; absolutné konverguje tak, z limitniho srovnavaciho kritéria

plyne, ze fada s ¢leny a,, také absolutné konverguje.
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