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Úloha 1. Rozhodněte, zda následuj́ıćı řady absolutně konverguj́ı.
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Úloha 2. Určete, pro jaké hodnoty parametru a ∈ R následuj́ıćı řady konverguj́ı.
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Úloha 3. Rozhodněte, zda následuj́ıćı řady absolutně konverguj́ı.
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Úloha 4. Rozhodněte, zda následuj́ıćı řady absolutně konverguj́ı.
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Úloha 1:V této úloze maj́ı členy ve všechny řadách od nějakého indexu n0 konstantńı znaménko,
takže absolutńı konvergence odpov́ıdá konvergenci p̊uvodńı řady (což znamená, že řada bud’

absolutně konverguje nebo diverguje - možnost neabsolutńı konvergence zde nenastává).
Pro vyšetřeńı konvergence v této úloze vždy stač́ı limitńıho pomoćı srovnávaćıho kritéria

(LSK) srovnat danou řadu s řadou
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, voĺıme bn =

1

n2
takže

|an|
|bn|

=
sinn
n + 2

1− cos
√
n

n3

n→∞−→ 2 ∈ (0,∞).
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Řada s členy bn = 1
n diverguje
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Úloha 2: Všechny řady v této úloze (s výjimkou části (c) a (e)) maj́ı kladné členy (od nějakého
indexu n0). Proto v těchto situaćıch (tj. až na (c) a (e)) stač́ı vyšetřovat absolutńı konvergenci
(neabsolutńı konvergence zde nenastává) a pokud řada nekonverguje absolutně, pak diverguje.

(a) Pro a ≤ 0 je
1

n lna n
≥ 1

n
· 1

lna 2︸︷︷︸
>0

pro n ≥ 2, a jelikož řada
∞∑
n=1

1

n
diverguje, je i naše p̊uvodńı

řada divergentńı.

Pro a > 0 použijeme integrálńı kritérium: Pro kladnou nerostoućı funkci f(x) na intervalu

⟨2,∞), řada
∞∑
n=2

f(n) konverguje právě když zobecněný Riemann̊uv integrál

∫ ∞

2
f(x) dx

je konečný.

Funkce f(x) =
1

x lna x
je nerostoućı na ⟨2,∞) (pro a > 0). Pro c > 2 máme∫ c

2

1

x lna x
dx =

{
y = lnx

dy = dx
x

}
=

∫ ln c

ln 2

1

ya
dy

takže

∫ ∞

2
f(x) dx = lim

c→∞

∫ ln c

ln 2

1

ya
dy =

∫ ∞

ln 2

1

ya
dy

{
konv., a > 1

div., 1 ≥ a > 0.

Závěr: řada konverguje pro a > 1 a diverguje pro 1 ≥ a.

(b) Pro a = 0 neńı splněna nutná podmı́nka konvergence řady, tj. 1−cos(n0) ̸→ 0 pro n → ∞.

Pro a > 0 si vzpomene na Taylor̊uv polynom funkce cosx v bodě 0 a proto si vezmeme

limitu lim
x→0

1− cosx

x2
L′H
= lim

x→0

sinx

2x
=

1

2
. Dı́ky ńı voĺıme bn =

1

n2a
a máme

|an|
|bn|

=
1− cos

(
1
na

)(
1
na

)2 n→∞−→ 1

2
∈ (0,∞) a použijeme limitńı srovnávaćı kritérium, takže:
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Řada s členy an konverguje
(LSK)⇔ řada s členy bn =

1

n2a
absolutně konverguje.

Celkem: řada konverguje pro a > 1
2 a diverguje pro 1

2 ≥ a ≥ 0.

(c) Protože sinx < x pro x > 0, má řada samé záporné členy, tedy opět stač́ı vyšetřovat
absolutńı konvergenci. Vzpomene si na Taylor̊uv polynom funkce sinx v bodě 0 a proto

si vezmeme limitu lim
x→0

sinx− x

x3
L′H
= lim

x→0

cosx− 1

3x2
L′H
= lim

x→0

− sinx

6x
= −1

6
. Dı́ky ńı voĺıme

bn =
1

n3−a
a máme

|an|
|bn|

=
1
n − sin

(
1
n

)
1
n3

n→∞−→ 1

6
∈ (0,∞) a použijeme limitńı srovnávaćı

kritérium, takže:

Řada s členy an konverguje
(LSK)⇔ řada s členy bn =

1

n3−a
absolutně konverguje.

Celkem: řada konverguje pro 2 > a a diverguje pro a ≥ 2.

(d) an =
√
na + 1−

√
na − 1 =

2√
na + 1 +

√
na − 1

=
2√

1 + 1
na +

√
1− 1

na

· 1

na/2

Tedy voĺıme bn =
1

na/2
a máme

|an|
|bn|

=
2√

1 + 1
na +

√
1− 1

na

n→∞−→ 1 ∈ (0,∞) protože je

a > 0. Z limitńıho srovnávaćıho kritéria plyne, že:

Řada s členy an konverguje
(LSK)⇔ řada s členy bn =

1

na/2
absolutně konverguje.

Celkem: řada konverguje pro a > 2 a diverguje pro 2 ≥ a > 0.

(e) Použijeme limitńı pod́ılové kritérium

|an+1|
|an|

=
|a|n+1

32n+3 + n+ 1
· 3

2n+1 + n

|a|n
=

|a|
9

·
1 + n

32n+1

1 + n+1
32n+3

n→∞−→ |a|
9

Pro |a| > 9 tedy řada diverguje a pro |a| < 9 (absolutně) konverguje. Pro pro a = ±9 je

|an| =
9n

32n+1 + n
=

1

3 + n
9n

n→∞−→ 1

3
̸= 0 takže neńı splněna nutná podmı́nka pro konver-

genci řady.

Celkem: řada konverguje pro |a| < 9 a diverguje pro |a| ≥ 9.

(f) an = na ln
n+ 1

n
=

ln
(
1 + 1

n

)
1
n

· na−1

Tedy voĺıme bn =
1

n1−a
a máme

|an|
|bn|

=
ln
(
1 + 1

n

)
1
n

n→∞−→ 1 ∈ (0,∞). Z limitńıho

srovnávaćıho kritéria plyne, že:

Řada s členy an konverguje
(LSK)⇔ řada s členy bn =

1

n1−a
absolutně konverguje.

Celkem: řada konverguje pro a < 0 a diverguje pro a ≥ 0.
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(g) Vzpomene si na Taylor̊uv polynom funkce ex v bodě 0 a proto si vezmeme limitu

lim
x→0

ex − 1− x

x2
L′H
= lim

x→0

ex − 1

2x
=

1

2
. Dı́ky ńı voĺıme bn =

1

n2−a
a máme

|an|
|bn|

=
e

1
n − 1− 1

n
1
n2

n→∞−→ 1

2
∈ (0,∞) a použijeme limitńı srovnávaćı kritérium, takže:

Řada s členy an konverguje
(LSK)⇔ řada s členy bn =

1

n2−a
absolutně konverguje.

Celkem: řada konverguje pro 1 > a a diverguje pro a ≥ 1.

(h) Použijeme limitńı pod́ılové kritérium

|an+1|
|an|

=
4n+1

3n+3 + (n+ 1)a
· 3

n+2 + na

4n
=

4

3
·
1 + na

3n+2

1 + (n+1)a

3n+3

n→∞−→ 4

3
> 1

(protože lim
x→∞

xk

ax
= 0 pro a > 1 a k ∈ N).

Celkem: řada diverguje pro všechna a ∈ R.

(i) Prozkoumáme nutnou podmı́nku pro konvergenci řady:

an = e
na−1·

ln(1+ 1
n)

1
n

n→∞−→


∞, a > 1

e, a = 1

1, a < 1

Celkem: řada diverguje pro všechna a ∈ R.

Úloha 3:

(a) Všechny členy jsou kladné. Použijeme limitńı pod́ılové kritérium:

|an+1|
|an|

=
(n+ 1)2

2n+1
· 2

n

n2
=

1

2

(
n+ 1

n

)2
n→∞−→ 1

2
< 1, takže řada absolutně konverguje.

(b) Všechny členy pro n ≥ 2 jsou kladné. Použijeme limitńı pod́ılové kritérium:

|an+1|
|an|

=
(n+ 1)n+1 + (−1)n+1

(n+ 1)!
· n!

nn + (−1)n
=

(
1 +

1

n

)n

·
1 + (−100)n+1

(n+1)n+1

1 + (−1)n

nn

n→∞−→ e > 1,

takže řada diverguje.

(c) Prozkoumáme nutnou podmı́nku pro konvergenci řady:

|an| =
|(−3)n + n|
2n + 10

=

(
3

2

)n

·
1 + n

(−3)n

1 + 10
2n

n→∞−→ ∞ ̸= 0, takže řada diverguje.

(d) Prozkoumáme nutnou podmı́nku pro konvergenci řady:

|an| =
n!

n! + 10n
=

1

1 + 10n
n!

n→∞−→ 1 ̸= 0, takže řada diverguje.
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(e) Všechny členy jsou kladné. Použijeme limitńı pod́ılové kritérium:

|an+1|
|an|

=
4n+1 + (n+ 1)5

(n+ 1)4 + 5n+1
· n

4 + 5n

4n + n5
=

4

5
·
1 + (n+1)5

4n+1

(n+1)4

5n+1 + 1
·

n4

5n + 1

1 + n5

4n

n→∞−→ 4

5
< 1, takže řada

absolutně konverguje.

(f) Všechny členy jsou kladné. Použijeme limitńı pod́ılové kritérium:

|an+1|
|an|

=
en+1 − e−(n+1)

3n+1
· 3n

en − e−n
=

e

3
· 1− e−2(n+1)

1− e−2n

n→∞−→ e

3
< 1, takže řada absolutně

konverguje.

(g) Všechny členy jsou kladné. Použijeme limitńı odmocninové kritérium:

n
√
|an| =

(
1− 2

n

)n

= e
−2·

ln(1− 2
n)

− 2
n

n→∞−→ e−2 < 1, takže řada absolutně konverguje.

(h) Prozkoumáme nutnou podmı́nku pro konvergenci řady:

|an| =
(
n− 1

n

)n

= e
−

ln(1− 1
n)

− 1
n

n→∞−→ e−1 ̸= 0, takže řada diverguje.

(i) Všechny členy jsou kladné. Použijeme limitńı odmocninové kritérium:

n
√
|an| =

(
1− 4

n+ 4

)n

= e
− 4n

n+4
·
ln(1− 4

n+4)
− 4

n+4
n→∞−→ e−4 < 1, takže řada absolutně konver-

guje.

(j) Prozkoumáme nutnou podmı́nku pro konvergenci řady:

|an| = n
√
n+ 2 = e

ln(n+2)
n

n→∞−→ e0 ̸= 0, takže řada diverguje.

(k) an =
n

√
3n2 + 1

5n2 =

(
3

5

)n

· n

√
1 +

1

3n2 =

(
3

5

)n

· e
1
n
ln
(
1+ 1

3n
2

)

Tedy voĺıme bn =

(
3

5

)n

a máme
|an|
|bn|

= e
1
n
ln
(
1+ 1

3n
2

)
n→∞−→ e0 = 1 ∈ (0,∞). Protože řada

s členy bn =

(
3

5

)n

absolutně konverguje tak, z limitńıho srovnávaćıho kritéria plyne, že

řada s členy an konverguje.

(l) Všechny členy jsou kladné. Použijeme limitńı odmocninové kritérium:

n
√

|an| =
n

√
(2n)n

n2n
=

2n

n2

n→∞−→ 0 < 1, takže řada absolutně konverguje.

(m) Nejdř́ıve si ukážeme, že členy an jsou kladné od nějakého n0. Máme

n!− πn = n! ·
(
1− πn

n!

)
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a pomoćı odhadu (pro n ≥ 4)

0 ≤ πn

n!
=

πn

(1 · 2 · 3) · 4 · 5 · · ·n
≤ π3 · πn−3

6 · 4n−3
=

π3

6
·
(π
4

)n−3 n→∞−→ 0

vid́ıme, že lim
n→∞

πn

n!
= 0. Dı́ky této limitě je n!−πn = n! ·

(
1− πn

n!︸ ︷︷ ︸
≥ 1

2

)
≥ n!

2
> 0 od nějakého

n0 a tedy členy an jsou kladné od nějakého n0.

Vı́me proto, že absolutńı konvergence řady
∞∑
n=1

an je totéž jako (obyčejná) konvergence

řady
∞∑
n=1

an. Dále máme

an =
3n10 + 10 · 4n

n!− πn
=

4n

n!
·
3n10

4n + 10

1− πn

n!

tedy zvoĺıme srovnáńı s jednodušš́ı řadou
∞∑
n=1

bn, kde bn =
4n

n!
.

Dı́ky limitńımu srovnávaćımu kritériu a limitě

lim
n→∞

|an|
|bn|

= lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

3n10

4n + 10

1− πn

n!

= 10 ∈ (0,∞)

kde jsme využili výše zmı́něnou limitu lim
n→∞

πn

n!
= 0 a limitu z přednášky lim

x→∞

xk

ax
= 0 pro

k ∈ N a a > 1 (v rámci věty o limitě složené funkce a posloupnosti), máme, že

řada

∞∑
n=1

an konverguje absolutně ⇔ řada

∞∑
n=1

bn konverguje absolutně.

Nyńı vyšetř́ıme řadu
∞∑
n=1

bn např. pomoćı limitńıho pod́ılového kritéria. Máme

|bn+1|
|bn|

=
4n+1

(n+ 1)!
· n!
4n

=
4

n+ 1

n→∞−→ 0 < 1

a proto řada s členy bn absolutně konverguje a tedy i řada s členy an absolutně konverguje.

(n) Všechny členy jsou nezáporné. Použijeme limitńı odmocninové kritérium:

n
√
|an| =

n

√√√√(√
n− 1√
n

)√
n3

=

(
1− 1√

n

)√
n

= e
−

ln

(
1− 1√

n

)
− 1√

n
n→∞−→ e−1 < 1, takže řada

absolutně konverguje.
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(o) Všechny členy jsou nezáporné. Použijeme limitńı odmocninové kritérium:

n
√
|an| =

n

√(
2n2 + n+ 1

2n2 + n+ 2

)n4

=

(
1− 1

2n2 + n+ 2

)n3

=

= e
− n3

2n2+n+2
·
ln

(
1− 1

2n2+n+2

)
− 1

2n2+n+2
n→∞−→ 0 < 1

takže řada absolutně konverguje.

Úloha 4:

(a) Řada má všechny členy kladné. Prozkoumáme rychlost konvergence funkce

f(x) =
π

2
− arcsin(1− x)

v bodě x = 0 (zprava). Tedy uvažujme limitu pro (zat́ım neznámé) α > 0:

lim
x→0+

π
2 − arcsin(1− x)

xα
L′H
= lim

x→0+

1√
1−(1−x)2

αxα−1
= lim

x→0+

α−1 · x1−α

√
2− x ·

√
x

(α= 1
2
)

=

(α= 1
2
)

= lim
x→0+

2√
2− x

=
√
2

Tedy zvolili jsme α =
1

2
a proto zvoĺıme srovnáńı s radou se cleny bn =

1√
n
. Pak máme

|an|
|bn|

=
π
2 − arcsin

(
1− 1

n

)
1√
n

n→∞−→
√
2 ∈ (0,∞).

Protože řada s členy bn =
1√
n

diverguje tak, z limitńıho srovnávaćıho kritéria plyne, že

řada s členy an také diverguje.

(b) Řada má všechny členy kladné. Prozkoumáme rychlost konvergence funkce

f(x) =
π

2
− arctg(x)

v okoĺı ∞. Tedy uvažujme limitu pro (zat́ım neznámé) α > 0:

lim
x→∞

π
2 − arctg(x)

1
xα

L′H
= lim

x→∞

− 1
1+x2

− α
xα+1

(α=1)
= lim

x→∞

x2

1 + x2
= 1

Tedy zvolili jsme α = 1 a proto zvoĺıme srovnáńı s radou se cleny bn =
1

n
. Pak máme
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|an|
|bn|

=
π
2 − arctg n

1
n

n→∞−→ 1 ∈ (0,∞).

Protože řada s členy bn =
1

n
diverguje tak, z limitńıho srovnávaćıho kritéria plyne, že

řada s členy an také diverguje.

(c) Řada má všechny členy kladné. Využijeme rychlost konvergence (a tedy limitu) z úlohy

(b) a zvoĺıme srovnáńı s radou s cleny bn =
1

n2
. Pak máme

|an|
|bn|

=
π
2 − arctg (n2)

1
n2

n→∞−→ 1 ∈ (0,∞).

Protože řada s členy bn =
1

n2
absolutně konverguje tak, z limitńıho srovnávaćıho kritéria

plyne, že řada s členy an také absolutně konverguje.
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