
2.úkol z MA1 1. 10. 2024

Odevzdáńı úkolu na př́ıst́ım cvičeńı, tj. 15.10.2024

1. Pro reálné funkce

f(x) = ⌊x⌋ (definována jako zaokrouhleńı na celé č́ıslo dol̊u, např. ⌊1, 7⌋ = 1, ⌊−2, 5⌋ = −3) a

g(x) =
(x+ 1)2 − 4

5

najděte obrazy množin A1 = R, A2 =
(
− 5

2 , 3
]
a vzory množin B1 = (0, 1), B2 = {2}.

Tedy těchto 8 množin:

f(A1), f(A2), g(A1), g(A2), f−1(B1), f−1(B2), g−1(B1), g−1(B2) .

2. Pro reálné funkce dané předpisy f(x) = ln(x2 − x) a g(x) =
√
x najděte předpisy a definičńı obory

funkćı f ◦ g a g ◦ f .

3. Dokažte nebo vyvraťte, že funkce dané následuj́ıćımi předpisy jsou sudé/liché:

f(x) = ln(x2 +
√

x2 + 1) f(x) = ln(x+
√

x2 + 1) .

(Pozor, prvńı dojem může klamat...)



1.Úloha - Řešeńı:

Pro ϕ : X → Y a B ⊆ Y je ϕ−1(B) = {x ∈ X | ϕ(x) ∈ B} (tedy vzor množiny B při zobrazeńı ϕ).
Graf funkce f(x) = ⌊x⌋ :
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Zřejmě je f(R) = Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .} a f
(
(− 5

2 , 3]
)
= {−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3}. Dále

f−1
(
(0, 1)

)
= ∅

protože (0, 1) ∩ f(R) = (0, 1) ∩ Z = ∅. A nakonec

f−1
(
{2}
)
= [2, 3) .

Pro funkci g můžeme použ́ıt toto:

g(x) = (α ◦ h ◦ β)(x)

pro všechna x ∈ R, kde α(x) = x−4
5 , h(x) = x2, β(x) = x+ 1.

Takže
g(R) = α

(

h
(
β(R)

))

= α
(
h(R)

)
= α

(
[0,+∞)

)
= [− 4

5 ,+∞)

a podobně

g
(
(− 5

2 , 3]
)
= α

(

h
(

β
(
(− 5

2 , 3]
))
)

= α
(

h
(
(− 3

2 , 4]
)

︸ ︷︷ ︸

[0,
9
4 )∪[0,16]

)

= α
(
[0, 16]

)
= [− 4

5 ,
12
5 ] .

Dále

g−1
(
(0, 1)

)
= {x ∈ R | 0 <

(x+ 1)2 − 4

5
< 1}

0 <
(x+ 1)2 − 4

5
< 1 ⇔ 0 < (x+ 1)2 − 4 < 5 ⇔ 4 < (x+ 1)2 < 9 ⇔

⇔ 2 < |x− (−1)| < 3 ⇔ 2 < |x− (−1)| & |x− (−1)| < 3 ⇔

⇔ x ∈
(

(−∞,−3) ∪ (1,∞)
)

∩ (−4, 2) ⇔

⇔ x ∈ (−4,−3) ∪ (1, 2)

tedy
g−1

(
(0, 1)

)
= (−4,−3) ∪ (1, 2)

kde jsme využili, že |x− a| < ε znamená x ∈ (a− ε, a+ ε) pro ε > 0 (a podobně |x− a| > ε).
A nakonec

g−1
(
{2}
)
= {x ∈ R | (x+ 1)2 − 4

5
= 2} = {−1−

√
14,−1 +

√
14}



2.Úloha - Řešeńı:

1. (f ◦ g)(x) = f(g(x)) = ln
(
(
√
x)2 −√

x
)

D(f ◦ g) = {x ∈ R | x ≥ 0 ∧ (
√
x)2 −√

x
︸ ︷︷ ︸
√
x(

√
x−1)

> 0} = {x ∈ R | x ≥ 0 ∧ √
x > 1} = (1,+∞)

pro x ∈ D(f ◦ g) se pak může funkce upravit jako (f ◦ g)(x) = ln
(
x−√

x
)

2. (g ◦ f)(x) = g(f(x)) =
√

ln(x2 − x
)

D(g ◦ f) = {x ∈ R | x2 − x > 0 ∧ ln(x2 − x) ≥ 0
︸ ︷︷ ︸

⇔ x2−x≥1

} =

= {x ∈ R | 0 ≤ x2 − x− 1 = (x− 1−
√
5

2
)(x− 1 +

√
5

2
)} = (−∞,

1−
√
5

2
] ∪ [

1 +
√
5

2
,+∞)

3.Úloha - Řešeńı:

Uvědomme si nejdř́ıve, že pokud je funkce g současně sudá i lichá, pak je na svém definičńım oboru
D konstantně nulová, neboť pak máme −g(x) = g(−x) = g(x), tedy 2g(x) = 0 tud́ıž g(x) = 0 pro
x ∈ D.

Funkce f(x) = ln(x2 +
√

x2 + 1) má za definičńı obor R a zřejmě pro všechna x ∈ R plat́ı

f(−x) = ln
(

(−x)2 +
√

(−x)2 + 1
)

= ln(x2 +
√

x2 + 1) = f(x)

takže f je sudá (a neńı lichá protože neńı konstantně nulová).

Pro druhou funkci f(x) = ln(x+
√

x2 + 1) zjist́ıme nejdř́ıve definičńı obor:

x+
√

x2 + 1 > 0 ⇔
√

x2 + 1 > −x ⇔

⇔ −x ≤ 0 ∨ (−x > 0 &
(√

x2 + 1
)2

> (−x)2) ⇔

⇔ −x ≤ 0 ∨ (−x > 0 & x2 + 1 > x2) ⇔ x ∈ R

Tedy D(f) = R. Funkce nevypadá jako sudá, zkusme to ukázat konkrétně:

f(−1) = ln(−1 +
√

(−1)2 + 1) = ln(−1 +
√
2)

f(1) = ln(1 +
√

12 + 1) = ln(1 +
√
2)

protože −1 +
√
2 6= 1 +

√
2 a logaritmus je prostá funkce, tak máme f(−1) 6= f(1) a f proto neńı

sudá.
Dále se pod́ıvejme, pro která x ∈ R plat́ı, že f(−x) = −f(x):

f(−x) = −f(x) ⇔ ln(−x+
√

(−x)2 + 1) = − ln(x+
√

x2 + 1) ⇔

⇔ ln(−x+
√

x2 + 1) = ln 1
x+

√
x2+1

⇔

⇔
√

x2 + 1− x = 1√
x2+1+x

⇔

⇔
(√

x2 + 1
)2

− x2 = 1 ⇔ x ∈ R

Tı́m jsme ukázali, že f(−x) = −f(x) plat́ı pro všechna x ∈ R, tedy f je lichá.


