3.ikol z MA1 8. 10. 2024
Odevzdani ukolu: na piistim cviceni, tj. 15.10.2024

1. Necht M je nepréazdné podmnoZina mnoziny redlnych ¢isel. Dokazte (na zékladé definice suprema
a infima), ze pak plat{
sup{—z |z € M} =—inf(M) .

(Napovéda: Uvazujte zvlast pifpad, kdy M je zdola neomezena a pifpad, kdy je naopak zdola
omezena. )
2. Urcete supremum, infimum, maximum a minimum mnoziny
n
{ ne N}
n+1

(tj. naleznéte danou hodnotu a zduvodnéte, ze ma potiebné vlastnosti dle definice daného pojmu).



1.Uloha - ReSeni:
Piipomenime, ze mnozina ) # M C R je zdola omezend pravé kdyz (Ja € R)(Vx € M) a < z.

(a) Necht nejdifve M neni zdola omezena, tj. (Va € R)(3x € M) a > x.

Pak (podle definice) je inf(M) = —oo. Nyni potfebujeme ukézat, ze sup {—z | * € M} = oo, neboli,
7e mnozina {—z | x € M} nenf shora omezend:

Zvolme tedy b € R. Pak pro a = —b € R podle predpokladu mame, ze existuje x € M je a > x, tedy
(=b) > x neboli b < —z. Tak jsme ukdzali, ze skutetné mnozina {—z | z € M} nenf shora omezena.

Celkové tak mame, ze

sup{—z |z € M} =00=—(—00) = —inf(M) .

(b) Necht nyni{ M je zdola omezend. Z vlastnosti télesa R vime, ze M m4 infimum. Oznac¢me tedy
i :=inf(M) a podle definice infima dostdvame, ze

(I1) Vxe M) i<uw,
(12) Vi’ eRyi<i)(Fz e M)z <.
Potiebujeme nyni ukdzat, ze sup {—z | z € M} = —i, neboli
(S1) (Vz e M) —a < —i,
(S2) (Vs eR,s' < —i)(Fx e M) s’ < —x.

Vlastnost (S1) plyne z (I1) tak, Zze z ¢ < x plyne ihned —i > —z.

Déle dokdzeme vlastnost (S2): Vezmeme s’ € R takové, ze s’ < —i. Pak pro i’ := —s plati, ze
i’ = —s' > i a proto z (I2) méme, ze existuje z € M, ze x < i’ = —s'. Tedy —x > ', coz jsme chtéli
ukazat.

Celkové mame tedy

2.Uloha - ReSenti:
Vysetiujeme mnozinu M = {a, [n € N} pro a, = ;37 =1 - n%_l Nejdrive si vSimnéme, Ze
posloupnost (a,)$; je ostie rostouci, tedy a, < an4+1 pro véechna n € N. To je vidét ihned, protoze

an=1- 273 <1l— =5 = ang1 -
Proto
(Mil) 1 = a1 < a, pro viechnan € N,
(Mi2) 1 =a; € M.

To znamend, Ze a; je minimum M a tedy i infimum mnoziny M.

(Toto je obecnd vlastnost, kterou si pro poiddek dokdzeme. Necht m € R je minimum néjaké
mnoziny ) # X C R. Pak plat{ (I1), tedy (Vz € X) m < z. A take plati (I12), tedy (Vi' € R,m <
i")(3x € X) x < #'. To proto, ze pro i’ € R takové, ze m < i/, muzeme vzit z := m € X. Tedy
m = inf(X).)

Posloupnost se ”priblizuje” k hodnoté 1. Nabiz{ se proto, ze sup(M) = 1. UkdZzeme to z definice.

Vlastnost (S1) (Ve € M) z < 1:

Dﬁkaz:ProxEMmémenEN,Zex:anzl—n%rl<1.



Vlastnost (S2) (Vs' e R, s’ <1)(Fx € M) s’ < a:
Dukaz: Vezmeme s’ € R takové, 7ze s < 1 hleddme n € N, ze s’ < a, = 1 — n%rl Upravme
postupné posledni vztah, abychom nasli, jaké ma byt n:

’ 1 1 ; 1=5'>0 1
S<1—m<:>m<1—8 <~ T—s

<n+l <= 2 -1<n

Nynf pro pocatecni s’ staci vzit napf.
ni=|ts—1]+1
(pouzivdme funkci celou ¢ést |-|), aby byla splnéna posledni nerovnost. Tak splnime i pivodni

nerovnost, ¢imz je dukaz dokoncen.

(Pozndmka: Vlastnost (Va € R)(3In € N) a < n neni tak trividlni, jak se na prvni pohled zd4, a
musi se dokazovat, stejné jako to, ze funkce ”celd ¢ast” je dobfe definovani.)

A nakonec, protoze plati sup(M) = 1, ale 1 ¢ M, pak mnozina M nemd maximum. Divodem je
opét to, ze pokud by maximum existovalo, muselo by byt rovno supremu, ale to do mnoziny M
nepatii.



