
5.úkol z MA1 22. 10. 2024
Odevzdáńı úkolu: na př́ı̌st́ım cvičeńı z MA1, tj. 5. 11. 2024

1. Vyšetřete limity:

(a)

lim
x→ 1

3

18x3 − 3x2 − 4x + 1

3x2 + 2x− 1

(b)

lim
x→∞

23x · tg(cos x) + 3(x+1)2 · 3−x2

9x−1 − 3x+sin(e4x)

Použit́ı L’Hospitalova pravidla je zde zakázáno. SVÉ ZÁVĚRY ŘÁDNĚ ZDŮVODNĚTE!!
(odkazem na známé věty z přednášky).

2. Najděte př́ıklady funkćı f a g, které jsou definované na nějakém okoĺı bodu 0 a které
splňuj́ı vždy jednu z následuj́ıćıch podmı́nek:

(a) lim
x→0

f(x) = 0 a lim
x→0

g(x) neexistuje a lim
x→0

f(x)g(x) = c pro dané c ∈ R.

(b) lim
x→0

f(x) = 0 a lim
x→0

g(x) neexistuje a lim
x→0

f(x)g(x) =∞.

(c) lim
x→0

f(x) =∞ a lim
x→0

g(x) neexistuje a lim
x→0

f(x)g(x) existuje.

Vše řádně zd̊uvodněte.

Nápověda k Úloze 1:
(a) Jestliže má polynom f(x) kořen x0, tj. f(x0) = 0, lze ho napsat jako f(x) = (x− x0)g(x) pro

nějaký polynom g(x). Polynom g(x) źıskáme děleńım polynomů.

(b) Nezapomeňte zd̊uvodnit, že funkce je definovaná na nějakém okoĺı ∞. Uvědomte si pořádně,

jaké jsou definičńı obory funkćı v zadáńı! Nenechte se zaskočit složitěǰśım zápisem. Výraz si zjednodušte.

pak se zamyslete, které členy jsou vedoućı ve výrazech v čitateli a jmenovateli.



Řešeńı Úlohy 1:
(a) Polynom 3x2 + 2x − 1 je nulový maximálně ve dvou bodech a a b (každý

polynom stupně n má nejvýše n kořen̊u), tedy definičńı obor funkce f(x) = 18x3−3x2−4x+1
3x2+2x−1

je D(f) = R \ “konečná množina”. A proto je funkce f je definována na nějakém
prstencovém okoĺı bodu 1

3
.

V bodě 1
3

se čitatel i jmenovatel vynuluje, je to tedy typ limity 0
0
. Oba polynomy se

tak daj́ı vydělit společným polynomem x− 1
3
.

18x3 − 3x2 − 4x + 1 : (x− 1
3
) = 18x2 + 3x− 3

−18x3 + 6x2

3x2 − 4x
−3x2 + x

−3x + 1
3x− 1

0

U kvadratického polynomu můžeme druhý kořen uhádnout pomoćı Viétových vzorc̊u,
tedy

3x2 + 2x− 1 = 3
(
x− 1

3

)
(x + 1)

Takže

lim
x→ 1

3

18x3 − 3x2 − 4x + 1

3x2 + 2x− 1
= lim

x→ 1
3

(x− 1
3
)(18x2 + 3x− 3)

3
(
x− 1

3

)
(x + 1)

= lim
x→ 1

3

18x2 + 3x− 3

3 (x + 1)
=

=
18 · (1

3
)2 + 3 · 1

3
− 3

3(1
3

+ 1)
= 0

Kde jsme použili věty o součinu, součtu a pod́ılu limit a základńı limitu lim
x→a

xn = an

pro a ∈ R a n ∈ N.

(b) Vyšetř́ıme, jestli je funkce definovaná na nějakém okoĺı ∞:

• Protože cosx ∈ 〈−1, 1〉 ⊆
(
−π

2
, π
2

)
, je funkce tg(cos x) dobře definovaná pro

všechna x ∈ R. Protože tg je rostoućı, máme tg(−1) ≤ tg(cos x) ≤ tg(1) pro
všechna x ∈ R, tedy funkce tg(cos x) je omezená.

• 9x−1 − 3x+sin(e4x) = 32x−2 − 3x+sin(e4x) ≥ 32x−2 − 3x+1 = 3x+1(3x−3 − 1) > 0 pro
x− 3 > 0

Tedy funkce z limity je definovaná na okoĺı (3,∞) bodu ∞. Nyńı urč́ıme limitu:

23x · tg(cosx) + 3(x+1)2 · 3−x2

9x−1 − 3x+sin(e4x)
=

3(x+1)2−x2 + 23x · tg(cos x)

32x−2 − 3x+sin(e4x)
=



=
32x+1 + 23x · tg(cos x)

32x−2 − 3x+sin(e4x)
=

32x

32x
·

3 +
(

23

32

)x
· tg(cos x)

3−2 − 3sin(e
4x)

3x

x→∞−→ 3

3−2
= 27

Kde jsme použili:

�

(
23

32

)x

=

(
8

9

)x
x→∞−→ 0 (jedna ze základńıch limit),

�

(
23

32

)x

· tg(cos x)
x→∞−→ 0 podle věty o součinu nulové limity a omezené funkce,

� 3−1 ≤ 3sin(e4x) ≤ 31, tedy funkce 3sin(e4x) je omezená na R,

�

1

3x
· 3sin(e4x) x→∞−→ 0, podle věty o součinu nulové limity a omezené funkce,

� věty o součtu a pod́ılu limit.

Řešeńı Úlohy 2:
(a) Pro c ∈ R, volme f(x) = cx a g(x) = 1

x
. Pak je f(x)g(x) = c pro x ∈ R \ {0}.

Zbytek je snadno vidět.
(b) Volme f(x) = x a g(x) = 1

x3
. Pak je f(x)g(x) = 1

x2
pro x ∈ R \ {0}. Zbytek je

snadno vidět.
(c) Volme f(x) = 1

x2
a g(x) = 2 + sin 1

x
. Pak lim

x→0
g(x) neexistuje, protože kdyby ano,

pak i limita lim
x→0

sin 1
x

= lim
x→0

(g(x)− 2) =
(

lim
x→0

g(x)
)
−2 existuje, což je spor (s tvrzeńım

z přednášky o limitě funkce sin 1
x
).

A nakonec je f(x)g(x) =
2+sin 1

x

x2
≥ 2−1

x2
= 1

x2
a 1

x2
x→0−→ ∞ takže podle věty odhadu

limit máme lim
x→0

f(x)g(x) =∞, tedy tato limita existuje.


