5.dkol z MA1 22. 10. 2024
Odevzdani tkolu: na pristim cviceni z MA1, tj. 5. 11. 2024

1. Vysetiete limity:

(a)

Co18x3 —3x2 —4dx +1
lim 5

(b)

2

. 237 tg(cosx) + 3D . 3w
lim

00 Qz—1 _ Jz+sin(el?)

Pouzit{ L'Hospitalova pravidla je zde zakdzéno. SVE ZAVERY RADNE ZDUVODNETE!!
(odkazem na znamé véty z prednésky).

2. Najdeéte ptiklady funkci f a g, které jsou definované na néjakém okoli bodu 0 a které
spliuji vzdy jednu z nasledujicich podminek:

(a) lim f(x) =0 a lim g(x) neexistuje a lim f(z)g(x) = ¢ pro dané ¢ € R.
z—=0 x—0 z—0

(b) lim f(z) =0 a lim g(z) neexistuje a lim f(z)g(z) = oc.
z—0 z—0 z—0

(c¢) lim f(x) = oo a lim g(z) neexistuje a lim f(z)g(z) existuje.
z—0 z—0 z—0

Vse fddné zduvodnéte.

Népovéda k Uloze 1:

(a) Jestlize ma polynom f(x) kofen xg, tj. f(xo) = 0, lze ho napsat jako f(x) = (x — xo)g(x) pro
néjaky polynom g(z). Polynom g(x) ziskdme délenim polynomi.

(b) Nezapomeiite zdtuvodnit, ze funkce je definovand na néjakém okoli co. Uvédomte si porddné,
jaké jsou defini¢ni obory funkci v zadani! Nenechte se zaskocit slozitéjsim zapisem. Vyraz si zjednoduste.

pak se zamyslete, které cleny jsou vedouci ve vyrazech v Citateli a jmenovateli.



Reseni Ijlohy 1:

(a) Polynom 3z + 2x — 1 je nulovy maximélné ve dvou bodech a a b gkazdy
polynom stupné n mé nejvyse n korent), tedy definiéni obor funkce f(x) = 18“;;?2;4?“
je D(f) = R\ “koneénd mnozina”. A proto je funkce f je definovdna na néjakém
prstencovém okoli bodu %

V bodé % se Citatel i jmenovatel vynuluje, je to tedy typ limity %. Oba polynomy se

tak daji vydélit spoleénym polynomem z — 3.

182° — 32> =4z +1: (z—3)=182"+3z—3

—1823 + 622
3x% — 4dx
3%+
—3x+1
3r—1
0

U kvadratického polynomu muzeme druhy koren uhadnout pomoci Viétovych vzore,
tedy
30 +20—1=3(z— 1) (z+1)

Takze
1823 — 322 —dx+1 . (= —%)(18:5 +3a:—3) . 1822+ 3z —3
lim = hm = lim -— =

B 18~(§)2+3~§—3 0
3(3+1)
Kde jsme pouzili véty o soucinu, souctu a podilu limit a zdkladni limitu lim 2" = a

Tr—a
proa € RanéeN.

(b) Vysetiime, jestli je funkce definovana na néjakém okoli oo:

e Protoze cosx € (—1,1) C (—g, %), je funkce tg(cosz) dobfe definovana pro
viechna x € R. Protoze tg je rostouci, mame tg(—1) < tg(cosz) < tg(l) pro

viechna = € R, tedy funkce tg(cosx) je omezena.

° 9:1:71 . 3m+sin(e4z) _ 32172 . 3x+sin(e4z) > 32172 . 3x+1 _ 3x+1 (3173 . 1) > 0 pro
r—3>0
Tedy funkce z limity je definovand na okoli (3, 00) bodu co. Nyni ur¢ime limitu:
23 . tg(cosx) 4 3@HD* . 327 B 1) =a® 4 937 . to(cos ) B
Qz—1 _ Jz+sin(el?) o 3222 _ Ja+sin(e?®) o




23\ "
3P4 2% tg(cosw) 3 3+ (3—2) - tg(cos ) e 3 .
T T gmr _gera®) 3% g _gmem 32
3x

Kde jsme pouzili:

22\" 8\ aseo
. (ﬁ) = (5) %0 (jedna ze zékladnich limit),

23 v X o0 . . .
( ) -tg(cosz) =3 0 podle véty o soucinu nulové limity a omezené funkee,

32
o 371 < FI) < 3', tedy funkce 3sin(e™) je omezend na R,
1 3 T xT o0 . 7 . . 7
* % sin(e”) 22 0, podle véty o soucinu nulové limity a omezené funkce,

e véty o souctu a podilu limit.

Reseni Ijlohy 2:

(a) Pro ¢ € R, volme f(z) = cx a g(x) = <. Pak je f(z)g(z) = ¢ pro x € R\ {0}.
Zbytek je snadno vidét.

(b) Volme f(z) =z a g(z) = . Pak je f(z)g(x) = & pro x € R\ {0}. Zbytek je
snadno vidét.

(c) Volme f(z) = & a g(z) =2+sini. Pak }slir(l) g(x) neexistuje, protoze kdyby ano,

pak i limita lim sin £ = lim (g(z) — 2) = (lim g(x)) — 2 existuje, coz je spor (s tvrzenim
z—0 z z—0 z—0

z prednasky o limité funkce sin %)
in 1 T
A nakonec je f(x)g(z) = 2+;2 e >l =L a5 0 oo takze podle véty odhadu

- z2
limit mame lir% f(x)g(x) = oo, tedy tato limita existuje.
z—>




