6.1kol z MA1 29. 10. 2024
Odevzdani tkolu: na pristim cviceni z MA1, tj. 5. 11. 2024

1. Necht f je funkce definovand na néjakém prstencovém okoli bodu a € RU{—o00, co}.
Dokazte nasledujici tvrzeni:

(a) Pokud lim f(z) € R, pak je funkce f omezend na néjakém prstencovém okoli
T—a

bodu a.

(b) Pokud lim f(z) = oo, pak je funkce f zdola omezend na néjakém prstencovém
r—a

okoli bodu a.

(¢) Pokud lim f(x) = —oo, pak je funkce f shora omezend na néjakém prstencovém
r—a

okoli bodu a.

(d) Pokud funkce f na kazdém prstencovém okoli bodu a neni ani shora omezend ani
zdola omezend, pak lim f(x) neexistuje.
T—a

2. Vysettete limitu

lim ax + x cosx
r—r00

v zavislosti na parametru a € R. Své zavéry zduvodnéte.

Ndpovéda: Pro existenci limity pouzijte odhady a véty o odhadech limit ("dva
pojicajti” a podobné). Pro neexistenci limity pouzijte tvrzeni z Ulohy 1.



Reseni Ijlohy 1:
(a) Necht lim f(z) = ¢ € R. Zvolme ¢ = 1. Podle definice limity existuje § > 0,
T—a
ze pro vsechna = € P(a,d) ke f(x) € U(c,1) = (¢ — 1,¢+ 1). Tedy f je na tomto
prstencovém okoli P(a,d) omezena.
(b) Necht lim f(z) = co. Zvolme ¢ = 1. Podle definice limity existuje 6 > 0, Ze pro
r—a

viechna x € P(a,d) ke f(x) € U(co,1) = (1,00). Tedy f je na tomto prstencovém okoli
P(a,d) zdola omezen4.

(¢) Bud se udéld analogicky jako v (b) nebo to muzeme pifmo na zékladé ¢ésti (b)
dokazat tak, Ze si vezmeme g(z) := — f(x). Pokud je }:li% f(z) = —o0, pak glglgé g(x) =00
a podle (b) existuje K € R, ze —f(z) = g(z) > K pro vSechna x z prst. okoli a, tedy
f(z) < —K, takze f naopak shora omezend na tomto okoli.

(d) Sporem: Necht 91013‘11 f(z) existuje. Pak je bud konecna, nebo rovna oo nebo —oo.

Podle (a), (b) nebo (c) by pak na néjakém prstencovém okoli a musela byt bud zdola
omezena nebo shora omezena. To je ale spor s predpokladem.
Reseni Ijlohy 2:
Pro z > 0 méame
f(z) =ax 4+ zcosx = z(a+ cosx) > z(a—1)
f(x) =ax+xcosz =z(a+cosz) < z(a+1)
Pokud je tedy a > 1, pak lim x(a — 1) = co a podle véty o odhadu limit je pak
T—00
také lim f(z) = oo.
T—00
Podobné, pokud je a < —1, pak lim z(a+ 1) = —oc0 a podle véty o odhadu limit je
T—00
pak také lim f(z) = —o0.
T—r00
Pro —1 < a < 1 ukazeme, ze limita neexistuje. Nejdiive si uvédomme tyto vlastnosti:

(i) Pro —1 < a je funkce f(x) na kazdém okoli co shora neomezend, tedy

(Vo >0)(VK >0)(FzeR)z > & f(x) > K

Ditkaz: Necht § > 0 a K > 0. Zvolme x = 2kn, k € N. Pozadavek
=2kt >6 a f(x)=2kn(a+ cos(2kr)) =2kn(a+1) > K

[ K

o m}, které zvolime obvyklym zptisobem.

je splnén prave kdyz k > max{

(ii) Pro a <1 je funkce f(z) na kazdém okoli co zdola neomezend, tedy

(Vo> 0)(VK >0)(Fz eR)z > & f(x) < =K

Diikaz: Necht § > 0 a K > 0. Zvolme x = (2k + 1)7, k € N. Pozadavek
r=2k+1)m >0 a f(z)=2k+1)n(a+cos(2k+1)7) = (2k+1)m(a—1) < —K

je splnén praveé kdyz k > max {%(% - 1), %(—(li)ﬁ

— 1)}, které zvolime obvyklym

zpusobem.



(iii) Pro a =1 nebo a = —1 nabyvé funkce f(z) hodnoty 0 na kazdém okoli oo, tedy

(Vo >0)(FzeR) x>0 & f(x)=0

Dtikaz: Necht 6 > 0. Pro a = 1 zvolme x = (2k + 1), k € N. Pak je f(x) =
(2k + 1)7(1 4 cos(2k + 1)7) = 0. Pozadavek z = (2k + 1)m > § je splnén prave
kdyz k > %(% — 1), které zvolime obvyklym zptsobem.

Pro a = —1 zvolme z = 2km, k € N. Pak je f(z) = 2kn(—1 + cos2km) = 0.
Pozadavek x = 2km > § je splnén prave kdyz k > %, které zvolime obvyklym
zpusobem.

) je funkce f(x) shora i zdola neomezend na kazdém okoli

Nyni tedy pro a € (—1,1
(d)) lim f(z) neexistuje.
Tr—r00

0. Tedy (podle Ulohy 1

Pro a = 1 je funkce f(x) na kazdém okoli oo shora neomezend, tedy pokud by
lim f(z) existovala, musela by byt (podle Ulohy 1 (a),(c)) pouze rovna hodnoté co. To
Tr—>00

by ale zase byl spor s (iii). Takze limita pro a = 1 neexistuje.

Podobné se pro a = —1 pomoci Ulohy 1 (a),(b) a (iii) ukéze, Ze limita také
neexistuje.
Celkem
00, a>1
ILm ar +xrcosr =4 —oo, a<—1
o neex., —1<a<1

Pro dukaz, ze limita neexistuje lze vyuzit dusledek Heineho véty (pokud uz ji mame
k dispozici) v této forme:

Meéjme b € RU{—00, 00} a funkei f definovanou na okoli b. Pokud existuji posloupnosti
{z,}72; CRa{y,}>2; C R takové, ze

e lim z, =0, lim y, =0,
n—oo n—oo

e lim f(z,)a lim f(y,) existuji a jsou ruzné
n—oo n—oo

pak lim f(z) neexistuje.
z—b

Pak zvolime prosté x,, = 2nm a y, = (2n + 1)7 pro n € N. Zbytek je podobny jako
vyse.



