7.ukol z MA1 5. 11. 2024
Odevzdani tkolu: na pristim cviceni z MA1

1. Vysetrete limity funkce

In(1 + 3 sin(3x))

320 — 1

fz) =

(a) v bodeé 0,
(b) v bodé +o0,
(¢) v bodé —o0.

Pouzit{ L'Hospitalova pravidla je zde zakdzano. SVE ZAVERY RADNE ZDUVODNETE!!

2. VysSettete limitu:

22 — 3\ % 3
lim
T—00 2;132 —+ 1

Pouzit{ L'Hospitalova pravidla je zde zakdzano. SVE ZAVERY RADNE ZDUVODNETE!!
(Pouzijte definici vztahu a® = e®™@ proa > 0a b€ R.)



Reseni 1:

VySetifme definién{ obor funkce f: Musi platit 14 5 sin(3z) > 0 neboli sin(3z) > —2,
coz plati vidy. Déle funkce 3%* — 1 = ¢?*3 — 1 je nulové pravé jen pro x = 0. Tedy
D(f) =R\ A{0}.

(a) Limita je typu 2, coz je neurcity vyraz. Vyuzijeme zékladni limity a vyraz
prislusné rozsitime:

In(1+ isin(3z)) In(1+ isin(3z)) isin(3z) 3z 2x1n3

32z — 1 N Lsin(3z 3x 9xIn3 e2rhnd _ |
N 2 ‘f( ) 7
~ N _ 3 el

kde jsme pouzili vétu o limité slozené funkce v téchto pripadech (z nichz bude také
vidét, ze jsme rozsitovali nenulovymi vyrazy):

In(14+z) __ 1

1. e lim
z—0

o alsg% 2sin(3z) =0

e vnitinf funkce §sin(3z) se vyhne hodnoté z = 0 na néjakém prsten. okolf

boduxz =0
2. o lim Sz — 1
z—0 *

e lim3x=0
x—0

e vnitini funkce 3z se vyhne hodnoté z = 0 na néjakém prsten. okoli bodu
x=0
3. e lim -4 =1
z—0 ¢

e lim2xIn3 =0

z—0

e vnitini funkce 2z In 3 se vyhne hodnoté z = 0 na néjakém prsten. okoli bodu
=0

Podle vét o aritmetice limit tedy je

. In(1+ sin(3z)) 3
lim =
x—0 321 -1 4In3

(b) Mdme 1 — 1 <1+ 1sin(3z) < 1+ 1 pro vSechna z € R, takze funkce
In(1 + 5 sin(3z)) je omezend na R.

Déale lim 3% — 1 = lim 9° — 1 = oo, protoze jde o zdkladn{ limitu (a aritmetiku

limit). Proto podle véty 7 mZma”

mame

. In(1+ 3sin(3x))
lim
T—00 323C —1

=0



(c) Ukazeme, ze limita neexistuje. Muzeme vyuzit Heineho vétu - to je jednodussi
(pokud ji jesté nemame k dispozici, ukdzeme to jinak nize).

Pomoci Heineho véty: Vezmeme posloupnosti z,, = 5(2—2mn) ay, = +(3F—2mn)
pro n € N.
Pak je lim z, = —o0 a lim y, = —00
a n—o0 n—oo
ln(l + l) n——00
f(2n) = 5= _21 —=° —In(1+ 3)
hl(l - l) n——00
flyn) = g7 = —In(1-3)

coz plyne z véty o limité slozené funkce (kde vnitini funkci nahradime posloupnosti).
Dostali jsem dvé ruzné hodnoty a tedy prislusna limita funkce neexistuje.
Jiny postup: Vyuzijeme toho, ze vime, ze lim sin x neexistuje. Postupujme sporem:
T——00

Necht lim f(z) existuje. Postupné ”ocistime” puvodni funkei f(x), abychom ziskali
T—r—00

funkei sin z.
Protoze
In(1+ 3sin(3z)) = f(z) - (3** — 1)

a lim 3% —1 = lim 9° —1 = —1 (zékladn{ limita a aritmetika limit), tak pak (z
Tr——00 T——00

véty o limité soucinu) existuje i limita lim In(1 + 3 sin(3z)).
T——00

Déle pouzijeme vétu o limité slozené funkce - vnéjsi funkce g(y) = e¥ je spojita (a

mé limity “kdekoliv”), takze existuje také limita
lim g (In(1+ isin(3z))) = lim em+3sin(2) — i 1 4 1sin(3z)
T——00 T—>—00 T——00
Podobnym zpusobem (aritmetika a existence limit) dostaneme, zZe limita
lim sin(3x)
T——00

existuje. To uz je (skoro) spor. Opét staci pouzit zase vétu o limité slozené funkce -

vezmeme funkci h(z) = 3z. Pak

lim h(z) = —o0

Z——00

a funkce h(z) je prostd, takze podle véty o limité slozené funkce existuje limita

lim sin(3h(z)) = lim sinz
Z——00 Z——00

coz je spor s tim, co vime z prednasky.



Reseni 2:
Vyraz prepiSeme podle jeho definice:

2 x2—z+3 22
f(x) = (3962 + i)) _ @3
x

SNRE 2 _ : . 2223
Protoze lim 2z* —3 = oo, je vyraz 55—
T—00 x

f je definovana na néjakém okoli oco.
Nyni budeme hledat limitu x — oo funkce

kladny na néjakém okoli co. Takze funkce

4
_ —4(a* —x+3) In (1 - 2x2+1) B
2%2 +1 —ﬁ

227 — 3
— (2 _
g@) = (@ —a+3) (55

—4(1 -1 4 3 1“(“#@)

T

1 ) 4

N 2+ x2 . 22241
Vv TV
——2 —1

kde jsme pouzili véty o aritmetice limit a vétu o limité slozené funkce:

. In(1
o lim 20+2) _ 4
z—0 Z
: 4
o —_——_— =
rlgrolo 5277 = U

e vnitini funkce —ﬁ se vyhne hodnoté 0 na néjakém prsten. okoli bodu oo
Tedy lim g(x) = —2. A nakonec opét pouzijeme vétu o limité slozené funkce f(z) =
Tr—00
ed().
2

o lim e* =¢~
z——2

e lim g(z) = -2

T—00

e vnéjsi funkce e je spojitda v bodé z = —2

Tedy lim f(x) = lim e9® =2,

T—00 T—r00



