
8.úkol z MA1 12. 11. 2024
Odevzdáńı úkolu: na př́ıst́ım cvičeńı z MA1

1. Určete derivace funkce
f(x) = (x + sinx)x+sinx

pro x ∈ (0,∞). Ověřte, že f je na intervalu (0,∞) skutečně definována.

2. S pomoćı Leibnitzovy formule (f · g)(n)(x) =
n∑

k=0

(
n
k

)
f (k)(x)g(n−k)(x) určete h(50)(x) pro

funkci h(x) = x2 sinx. (Zde h(n)(x) znamená n-tou derivaci funkce h v bodě x.)

3. Pomoćı indukce ukažte, že (xn lnx)(n) = n! · (lnx +
n∑

k=1

1
k ) pro n ∈ N0 a x > 0.

(Návod: Pro indukčńı krok využijte toto: (f)(n+1)(x) = (f ′)(n)(x), tj. nejdř́ıve zderivujte
xn lnx a na to aplikujte teprve n-tou derivaci. Dále využijte, že n-tá derivace je lineárńı, tj.
(c · f + g)(n)(x) = c · f (n)(x) + g(n)(x), kde c je konstanta.)



Řešeńı 1:
Funkce f(x) je dobře definovaná na (0,∞):

pro x > 1 : x > 1 ≥ − sinx ⇒ x + sinx > 0

pro 0 < x ≤ 1 : x > 0 > − sinx ⇒ x + sinx > 0

Máme
f(x) = e(x+sinx) ln(x+sinx)

a použit́ım základńıch vět o derivaćıch a derivaci složené funkce máme:

f ′(x) = e(x+sinx) ln(x+sinx) ·
(

(1 + cosx) ln(x + sinx) + (x + sinx) · 1

x + sinx
· (1 + cosx)

)
=

= (x + sinx)(x+sinx)(1 + cosx)(1 + ln(x + sinx))

Řešeńı 2:
Využijeme Leibnitzovu formuli pro f(x) = x2 a g(x) = sinx. Pro k ≥ 3 je (x2)(k) = 0 a

tedy

h(50)(x) = (x2 · sinx)(50) = x2 · (sinx)(50) +

(
50

1

)
(x2)′ · (sinx)(49) +

(
50

2

)
(x2)′′ · (sinx)(48) =

= −x2 sinx + 50 · 2x cos +25 · 49 · 2 sinx = (2450− x2) sinx + 100x · cosx

protože

(sinx)(k) =


sinx, k ≡ 0 mod 4
cosx, k ≡ 1 mod 4
− sinx, k ≡ 2 mod 4
− cosx, k ≡ 3 mod 4.

Řešeńı 3:
Použijeme indukci podle n:
n = 0:

(x0 lnx)(0) = lnx

a současně

0! · (lnx +

0∑
k=1

1

k
) = 1 · (lnx + 0) = lnx

takže rovnost plat́ı.

Indukčńı krok: Nechť tvrzeńı plat́ı pro n. Pak

(xn+1 lnx)(n+1) =
(
(xn+1 lnx)′

)(n)
=

(
(n + 1)xn lnx +

xn+1

x

)(n)

=

= (n+1) (xn lnx)(n)︸ ︷︷ ︸
ind. předpoklad

+ (xn)(n)︸ ︷︷ ︸
n!

= (n+1)·n!·

(
lnx +

n∑
k=1

1

k

)
+n! = (n+1)!·

(
lnx +

(
n∑

k=1

1

k

)
+

1

n + 1

)

což jsme chtěli ukázat.


