8.dkol z MA1 12. 11. 2024
Odevzdani dkolu: na piistim cviceni z MA1

1. Urcete derivace funkce .
f(z) = (z +sin a:)w"'smm

pro z € (0,00). Ovéite, ze f je na intervalu (0, c0) skuteéné definovéna.

2. S pomoci Leibnitzovy formule (f - g)™(z) = Y (}) f® (2)g™ ) (x) urcete h%(z) pro
k=0
funkei h(x) = 22 sinz. (Zde h(™(z) znamena n-tou derivaci funkce h v bodé z.)

n
3. Pomoci indukce ukazte, ze (z"Inz)™ =n!. (Inz+ > #)pron € Ngaz > 0.
k=1

(Ndvod: Pro indukéni krok vyuzijte toto: () (z) = (') (), tj. nejdiive zderivujte
2" Inx a na to aplikujte teprve n-tou derivaci. Déle vyuzijte, Zze n-ta derivace je linedrni, tj.
(c-f4+9) ™ (x) =c- f™(x)+ g™ (z), kde ¢ je konstanta.)



Reseni 1:
Funkce f(x) je dobfe definovana na (0, co):

prox>1: x>1>—sinx = x+sinz >0

pol0<z<1l: x>0>—sinz = x+sinx >0
Méame . _
f(l‘) _ e(a:Jrsmr) In(z+sin )

a pouzitim zakladnich vét o derivacich a derivaci slozené funkce mame:

f!(z) = elztsine) In(@tsinz) | <(1 +cosz)In(z +sinz) + (x + sinz) - (14 cos m)> =

T +sinx

= (& +sinz) @) (1 4 cos ) (1 + In(z + sinz))

Reseni 2:
Vyuzijeme Leibnitzovu formuli pro f(z) = 22 a g(x) = sinz. Pro k > 3 je (#2)®) =0 a
tedy

h0 (z) = (22 - sin2)® = 22 . (sinz)®?) + (510> (22) - (sinz)“?) + (520> (22)" - (sinz)®) =

= —z%sinz + 50 - 2z cos +25 - 49 - 2sinx = (2450 — $2) sinx + 100z - cos x

protoze
sinz, k=0 mod 4
k) _ cosz, k=1 mod4
—sinz, k=2 mod4
—cosz, k=3 mod 4.

Reseni 3:
Pouzijeme indukci podle n:
n=0:
(2°Inz)® =z

a soucasné

lnx—i—z ‘(lnz+0)=lne

takze rovnost plati.

Indukéni krok: Necht tvrzeni plati pro n. Pak

n+1y (7)
(" ng) "t = ((z"'1n x)’)(n) = ((n +1)z"Inz + a:x >

1
= (n+1) (2"Inz)™ + @™ = (n+1)n!- | Inz + Z +n! = (n+1)!| Inz + — |+
—_———  ~—— P’ k n—+1

ind. pfedpoklad n!

Il
—_

coz jsme chtéli ukazat.



