
5.úkol z MA1 24. 10. 2023
Odevzdáńı úkolu: na př́ıst́ım cvičeńı z MA1

1. Vyšetřete limitu:

lim
x→∞

e2x + arctg(lnx)

e2x−3 + 4

2. Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı:
Jsou-li funkce f , g definovány na některém prstencovém okoĺı bodu a ∈ R ∪ {−∞,∞} a

(i) f nemá v bodě a limitu a

(ii) g má v bodě a vlastńı nenulovou limitu,

pak součin f · g nemá v bodě a limitu.

3. Ukažte, že tvrzeńı z úlohy 2 obecně neplat́ı, pokud limita g v a je nulová nebo nevlastńı, tj. pro
tyto př́ıpady najděte bod a a funkce f , g takové, že

� funkce f , g jsou definovány na některém prstencovém okoĺı bodu a ∈ R ∪ {−∞,∞} a

� f nemá v bodě a limitu a

� g má v bodě a nulovou limitu nebo nevlastńı limitu (tj. buď ∞ nebo −∞),

a součin f · g v bodě a limitu má.

Návod: (1) Použijte věty z přednášky, zejména “větu o dvou policajtech”.

(2) Použijte to, že na nějakém prstencovém okoĺı a plat́ı, že f(x) = (f(x)g(x)) · 1
g(x) a využijte věty

o aritmetice limit.



Řešeńı (1):
Výraz je definován na nějakém prstencovém okoĺı bodu∞. Vytkneme člen, ktery roste (nej)rychleji:

e2x + arctg(lnx)

e2x−3 + 4
=
e2x(1 + arctg(ln x)

e2x )

e2x(e−3 + 4
e2x )

x→∞−→ 1 + 0

e−3 + 0
= e3

Kde jsme použili věty o součtu a pod́ılu limit, základńı limitu lim
y→∞

e−y = 0 a odhad

−π2
e2x
≤ arctg(lnx)

e2x
≤

π
2

e2x

kde obě krajńı limity jsou nulové a z věty ”o dvou policajtech” je nulová i prostředńı limita.

Řešeńı (2):
Budeme postupovat sporem: Předpokládejme, ze součin f · g v bodě a limitu má. Protože g má v

a vlastńı nenulovou limitu 0 6= c ∈ R, tak z jej́ı definice máme, že pro ε = |c|
2 existuje δ > 0, že pro

všechna x ∈ P (a, δ) je

|c| − |g(x)| ≤ |g(x)− c| < ε =
|c|
2
.

Prvńı nerovnost je z trojúhelńıkové nerovnosti. Takže máme, že

0 <
|c|
2

= |c| − |c|
2
≤ |g(x)|

a funkce g je tedy nenulová na okoĺı P (a, δ). Na tomto okoĺı tedy můžeme psát, že

f(x) = (f(x) · g(x)) · 1

g(x)

. Protože limita f · g existuje a limita 1
g také existuje a je vlastńı a nenulov8, tak i limita f existuje.

To je ale spor s předpokladem, že f nemá v a limitu.
Dokázali jsme tedy, ze opak plat́ı a f · g nemá v bodě a limitu nemá.

Řešeńı (3):

Pro a ∈ R si zvoĺıme např. f(x) = 2 + sin
(

1
x−a

)
. Pak lim

x→a
f(x) neexistuje (viz např. přednáška).

Druhou funkci si zvoĺıme např. jako g(x) = |x − a| (pro nulovou limitu v a) nebo g(x) = 1
|x−a| (pro

limitu ∞ v a) nebo g(x) = − 1
|x−a| (pro limitu −∞ v a).

Protože pro všechna x ∈ R \ {a} je

1 ≤ f(x) ≤ 3

tak
g(x) ≤ f(x)g(x) ≤ 3g(x)

v prvńıch dvou př́ıpadech limit, kdy je g(x) ≥ 0 a

g(x) ≥ f(x)g(x) ≥ 3g(x)

v posledńım př́ıpadě limity, kdy je g(x) ≤ 0. Ve všech př́ıpadech z věty o dvou policajtech máme, že
lim
x→a

f(x)g(x) = lim
x→a

g(x) a tedy f · g limitu v a má.

Pro a =∞,−∞ budeme postupovat podobně a si zvoĺıme f(x) = 2+sinx. Pak lim
x→a

f(x) neexistuje

(viz např. přednáška). Druhou funkci si zvoĺıme např. jako g(x) = 1
|x| (pro nulovou limitu v a) nebo

g(x) = |x| (pro limitu ∞ v a) nebo g(x) = −|x| (pro limitu −∞ v a).
Protože pro všechna x ∈ R \ {a} je

1 ≤ f(x) ≤ 3



tak
g(x) ≤ f(x)g(x) ≤ 3g(x)

v prvńıch dvou př́ıpadech limit, kdy je g(x) ≥ 0 a

g(x) ≥ f(x)g(x) ≥ 3g(x)

v posledńım př́ıpadě limity, kdy je g(x) ≤ 0. Ve všech př́ıpadech z věty o dvou policajtech máme, že
lim
x→a

f(x)g(x) = lim
x→a

g(x) a tedy f · g limitu v a má.


