
7.úkol z MA1 7. 11. 2023
Odevzdáńı úkolu: na př́ıst́ım cvičeńı z MA1

1. Vyšetřete následuj́ıćı limitu. Výpočet náležitě zd̊uvodněte.

lim
n→∞

√
32n + (−3)n+2 −

√
32n − sinn(n)

2. Vyšetřete jednostrannou limitu v závislosti na parametru α ∈ R. Výpočet náležitě
zd̊uvodněte.

lim
x→−1+

sin
(

(x+ 1)α
2 · ln2(x+ 2)

)
(x+ 1)3α

3. Dokažte, že monotónńı posloupnost je konvergentńı, jestliže konverguje některá jej́ı podposloupnost.



Řešeńı 1:
Posloupnost je definována od nějakého n0 výše, konkrétně: pro n ≥ 2 je

32n ≥ 3n+2 ≥ −(−3)n+2 ⇒ 32n + (−3)n+2 ≥ 0

32n ≥ 1 ≥ sinn(n) ⇒ 32n − sinn(n) ≥ 0

Výraz rozš́ı̌ŕıme standardńım zp̊usobem:

an =
√

32n + (−3)n+2 −
√

32n − sinn(n) =
(−3)n+2 + sinn(n)√

32n + (−3)n+2 +
√

32n − sinn(n)
=

=
3n
(

9(−1)n + sinn(n)
3n

)
3n
(√

1 + 9(−1)n
3n +

√
1− sinn(n)

32n

) =
9(−1)n + sinn(n)

3n√
1 + 9(−1)n

3n +
√

1− sinn(n)
32n

Pro sudá č́ısla je zřejmě a2k
k→∞−→ 9

2 a pro lichá č́ısla je a2k−1
k→∞−→ −9

2 , takže pro nějaké
vybrané podposloupnosti máme r̊uzné limity a tedy lim

n→∞
an neexistuje.

Použili jsme věty o aritmetice limit a větu o dvou policajtech.

Řešeńı 2:
Funkce je definována na nějakém pravém prstencovém okoĺı −1, konkrétně na (−1,∞).

Na tomto okoĺı můžeme výraz rozš́ı̌rit:

f(x) =
sin
(

(x+ 1)α
2 · ln2(x+ 2)

)
(x+ 1)3α

=
sin
(

(x+ 1)α
2 · ln2(x+ 2)

)
(x+ 1)α2 · ln2(x+ 2)︸ ︷︷ ︸

→1

· ln
2(x+ 2)

(x+ 1)2︸ ︷︷ ︸
→1

·(x+ 1)α
2−3α+2

Zde jsme použili větu o limitě složené funkce v těchto př́ıpadech:

1. � lim
z→0

sin z
z = 1

� lim
x→−1+

(x+ 1)α
2 · ln2(x+ 2) = 0 (to protože α2 ≥ 0 !)

� vnitřńı funkce (x + 1)α
2 · ln2(x + 2) se vyhne hodnotě z = 0 na nějakém pravém

prsten. okoĺı bodu x = −1

2. � lim
z→1

ln(z)
z−1 = 1

� lim
x→−1+

x+ 2 = 1

� vnitřńı funkce x+2 se vyhne hodnotě z = 1 na nějakém pravém prsten. okoĺı bodu
x = −1

Z věty o aritmetiky limit (a věty o ekvivalenci existence limit - viz 5. úkol, úloha 2) máme:



lim
x→−1+

f(x) = lim
x→−1+

(x+ 1)α
2−3α+2 =


0 , α ∈ (−∞, 1) ∪ (2,∞)

1 , α ∈ {1, 2}

∞ , α ∈ (1, 2)

protože α2 − 3α+ 2 = (α− 1)(α− 2).

Řešeńı 3:
Nechť posloupnost (an)∞n=1 je monotonńı. Předpokládejme nejdř́ıve, že je neklesaj́ıćı, tj.

an ≤ an+1 pro všechna n ∈ N. Nechť nějaká podposloupnost (ank
)∞k=1 konverguje, tj. lim

k→∞
ank

=

c pro nějaké c ∈ R.
Ukážeme nejdř́ıve, že c ≥ an pro všechna n ∈ N. Pro spor předpokládejme, že existuje

n′ ∈ N, že an′ ≥ c + ε pro nějaké ε > 0. Z toho, že (ank
)∞k=1 je vybraná podposloupnost z

(an)∞n=1 máme nyńı nějaké k0 ∈ N, že nk0 ≥ n′. Tedy pro všechna k ≥ k0 plat́ı (d́ıky neklesáńı),
že

ank
≥ ank0

≥ an′ ≥ c+ ε

Aplikováńım limity pro k →∞ na tuto nerovnost dostaneme

c = lim
k→∞

ank
≥ c+ ε

což je spor.
Tedy plat́ı, že c ≥ an pro všechna n ∈ N a posloupnost (an)∞n=1 je omezená shora (a d́ıky

tomu, že je nerostoućı, i zdola).
Nyńı buď stač́ı využ́ıt větu, že omezená monotonńı posloupnost je konvergentńı nebo tuto

větu dokázat t́ım, že ukážeme, že c = lim
n→∞

an.

Tedy mějme ε > 0. Z existence limity posloupnosti (ank
)∞k=1 máme:

∃k1 ∈ N ∀k ∈ N : k ≥ k1 ⇒ |ank
− c| < ε

tedy máme

∀n ∈ N : n ≥ nk1 ⇒ 0 ≤ c− an ≤ c− ank1
< ε ⇒ |an − c| < ε

neboli lim
n→∞

an = c.

Př́ıpad, kdy posloupnost bude nerostoućı, tj. an ≥ an+1 pro všechna n ∈ N, pak stač́ı
převést na předchoźı volbu posloupnosti bn = −an, která je neklesaj́ıćı.

Pak z předchoźıho dostaneme, že lim
n→∞

an = lim
n→∞

(−bn) = − lim
n→∞

bn, tedy také konvergenci.


