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1.1 (a) Pro jaké vektory u,v v euklidovském prostoru plat́ı |u ·v| = ||u|| · ||v|| (neboli, kdy nastává rovnost
v Cauchy-Schwartzově nerovnosti |u · v| ≤ ||u|| · ||v||)?

(b) Pro jaké vektory u,v v euklidovském prostoru plat́ı ||u + v|| = ||u|| + ||v|| (neboli, kdy nastává
rovnost v trojúhelńıkové nerovnosti ||u + v|| ≤ ||u||+ ||v||)?

Řešeńı:
(a) Z vlastnosti úhlu α (nenulových) vektor̊u u,v je cosα = u·v

||u||·||v|| tedy uvažovaná rovnost nastává

právě když α ∈ {0, π} neboli když jsou vektory lineárně závislé. (V př́ıpadě nulového vektoru to plat́ı
také.)

Konkrétńı d̊ukaz: Necht’ u,v jsou lineárně nezávislé, tedy (BÚNO) u = λv pro nějaké λ ∈ R. Pak

|u · v| = |(λv) · v| = |λ(v · v)| = |λ| · |v · v| = |λ| · ||v|| · ||v|| = ||λv|| · ||v|| = ||u|| · ||v||.

Pro opačnou implikaci uvažujme funkci f(t) := ||t · u + v||2 ≥ 0 pro t ∈ R. Máme

f(t) = ||t · u + v||2 = (t · u + v) · (t · u + v) = t2||u||2 + 2t · (u · v) + ||v||2.

Pokud je nyńı u 6= 0 pak ||u|| 6= 0 a f je nezáporný polynom stupně 2. Jeho diskriminant muśı tedy
být nekladný, proto 0 ≥ (2u · v)2 − 4||u||2 · ||v||2 (č́ımž dostáváme Cauchy-Schwartzovu nerovnost).
Předpokládáme-li, že |u · v| = ||u|| · ||v||, pak diskriminant je nulový, tedy f má nějaký kořen t0 ∈ R.
Tedy 0 = f(t0) = ||t0 · u + v||2 a proto t0 · u + v = 0, takže u a v jsou lineárně závislé.

(b) Ekvivalentńımi úpravami rovnosti dostaneme

||u + v||2 = (||u||+ ||v||)2

u · u + 2 u · v + v · v = ||u||2 + 2 ||u|| · ||v||+ ||v||2

u · v = ||u|| · ||v|| = ||u|| · ||v||.

Tedy podle (a) muśı být vektory lineárně závislé a po dosazeńı př́ıslušné závislosti do p̊uvodńı rovnosti
zjist́ıme, že vektory muśı (v př́ıpadě nenulovosti) mı́t stejný směr. To lze také názorně odvodit z obrázku
představuj́ıćı délky součtu vektor̊u.

1.2 Na základě trojúhelńıkové nerovnosti stanovte horńı odhad pro vzdálenost dvou bod̊u x, y ∈ R3,
nacháźı-li se x nejvýše ve vzdálenosti 2 od bodu x0 = (1, 1, 1) ∈ R3 a y ve vzdálenosti nejvýše 9 od bodu
y0 = (100, 50, 50) ∈ R3.

Řešeńı:
Použit́ım trojúhelńıkové nerovnosti dostaneme

||x− y|| = ||(x− x0) + (x0 − y0) + (y0 − y)|| ≤ ||x− x0||+ ||x0 − y0||+ ||y0 − y||.

Protože ||x − x0|| ≤ 2, ||y0 − y|| ≤ 9 a ||x0 − y0|| =
√

(100− 1)2 + (50− 1)2 + (50− 1)2 =
√

14603
.
=

120.85 dostaneme ||x− y|| ≤ 2 + 120.85 + 9 = 131.85.



1.3 Pr̊uměr (diametr) množiny M je č́ıslo definované

diam(M) := sup{||x− y|| | x, y ∈M}.

Stanovte pr̊uměr množin
(a) M = {8} ⊆ R,
(b) M = 〈0, 1〉3 ⊆ R3,
(c) M = 〈0, 1〉n ⊆ Rn.

Řešeńı:
(a) diam(M) = 0; (b) diam(M) =

√
3; (c) diam(M) = sup{

√∑n
i=1(ai − bi)2 | ai, bi ∈ 〈0, 1〉} =

√
n.

1.4 Určete vnitřek, hranici a uzávěr následuj́ıćıch množin:
(a) M = {(a, b) ∈ R2 | a2 + 2a+ b2 ≤ 3, a2 − 4a+ b2 ≤ 0};
(b) M = Q3 ⊆ R3, kde Q je množina všech racionálńıch č́ısel.

Řešeńı:
(a) Zadáńı lze upravit na přehledněǰśı tvar. Doplněńım na čtverec můžeme prvńı nerovnost upravit na

(a+1)2 + b2 ≤ 4 neboli ||(a, b)− (−1, 0)||2 ≤ 4. Podobně druhá nerovnost znamená ||(a, b)− (2, 0)||2 ≤ 4.
Množinu M proto můžeme vyjádřit jako

M = A ∩B , kde A = U2(−1, 0) a B = U2(2, 0),

tedy jako pr̊unik dvou uzavřených kouĺı (viz dále). Pro ε > 0 a x0 ∈ R2 použ́ıváme značeńı

Uε(x0) := {x ∈ R2 | ||x− x0|| ≤ ε}

a
Uε(x0) := {x ∈ R2 | ||x− x0|| < ε}.

Množina Uε(x0) je otevřená (protože pro x ∈ Uε(x0) a δ′ := ε − ||x − x0|| je d́ıky trojúhelńıkové
nerovnosti Uδ′(x) ⊆ Uε(x0)).

Dále je Uε(x0) uzávěrem množiny Uε(x0) (tedy Uε(x0) = Uε(x0)):
⊆: Pro x ∈ Uε(x0) a libovolné δ > 0 existuje y ∈ Uε(x0)∩Uδ(x). Tedy ||x−x0|| ≤ ||x−y||+||y−x0|| <

ε+ δ. Protože δ bylo libovolné, máme ||x− x0|| ≤ ε, tj. x ∈ Uε(x0).
⊇: Pro x ∈ Uε(x0) a 0 < δ < ε je x− δ

2ε (x− x0) ∈ Uε(x0) ∩ Uδ(x). Tedy x ∈ Uε(x0).

A konečně je Uε(x0) vnitřkem množiny Uε(x0) (tedy
(
Uε(x0)

)◦
= Uε(x0)):

⊆: Pokud ||x− x0|| = ε a 0 < δ < ε, pak x+ δ
2ε (x− x0) ∈ Uδ(x), ale x+ δ

2ε (x− x0) /∈ Uε(x0). Tedy

x /∈
(
Uε(x0)

)◦
.

⊇: Plyne ihned z otevřenosti Uε(x0).

Uzávěr M : Nyńı v́ıme, že obě množiny A i B jsou uzávěry nějakých množin, tedy jsou uzavřené.
Množina M je jejich pr̊unikem, tedy je také uzavřená a proto je uzávěrem sama sebe (neboli M = M).

Vnitřek M : Použijeme vztah M◦ = (A ∩B)◦ = A◦ ∩B◦. Protože A◦ =
(
U2(−1, 0)

)◦
= U2(−1, 0)) a

podobně pro B, dostáváme

M◦ = {(a, b) ∈ R2 | a2 + 2a+ b2 < 3, a2 − 4a+ b2 < 0}.
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Hranice M :
∂M = M \M◦ =

{(a, b) ∈ R2 | (a2 + 2a+ b2 = 3 & a2 − 4a+ b2 ≤ 0) ∨ (a2 + 2a+ b2 ≤ 3 & a2 − 4a+ b2 = 0)}.

Poznámka: Necht’ f : D → R je spojitá funkce. Pak množina f−1(−∞, 0) = {a ∈ D | f(a) < 0} je
otevřená množina v rámci množiny D - tedy f−1(−∞, 0) = D ∩ G pro nějakou otevřenou množinu G.
Podobně f−1(−∞, 0〉 = {a ∈ D | f(a) ≤ 0} je uzavřená v rámci množiny D - tedy f−1(−∞, 0〉 = D∩U
pro nějakou uzavřenou množinu U .

Protože funkce f(a, b) = a2 + 2a + b2 − 3 a g(a, b) = a2 − 4a + b2 jsou spojité na celém R2. Tedy
množina

M = {(a, b) ∈ R2 | a2 + 2a+ b2 ≤ 3, a2 − 4a+ b2 ≤ 0}

je uzavřená (neboli M = M).
Dále množina

N = {(a, b) ∈ R2 | a2 + 2a+ b2 < 3, a2 − 4a+ b2 < 0}

je uzavřená (neboli N◦ = N).
Takto však dostáváme obecně pouze N ⊆M◦. Pro rovnost je potřeba použ́ıt větu o implicitńı funkci.
Pozor: Rovnost nemuśı obecně nastat např. pro A = {x ∈ R | − x2 ≤ 0} je

{x ∈ R | − x2 < 0} = R \ {0} $ R = A◦.

(b) Uvědomı́me si, že v libovolném okoĺı libovolného r ∈ R lež́ı jak nějaké racionálńı č́ıslo, tak také
nějaké iracionálńı č́ıslo. Dále pokud máme |ri − si| < ε pro i = 1, 2, 3 (kde ri, si ∈ R a ε > 0) pak
||(r1, r2, r3)− (s1, s2, s3)|| ≤

√
3 · ε. Speciálně tedy v libovolném okoĺı bodu x ∈ R3 lež́ı jak nějaký prvek

z Q3, tak nějaký prvek z R3 \Q3. Proto můžeme ihned napsat, že

Q3 = R3, (Q3)◦ = ∅ a ∂Q3 = Q3 \ (Q3)◦ = R3.
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