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11.1 Integrujte funkci f(x, y) = x+y2√
1+x2

podél křivky C: y = x2

2 od bodu A = (1, 12 ) do bodu B = (0, 0).

Řešeńı:
Integrál spoč́ıtáme podle vztahu

∫
C

f ds =

b∫
a

f(ϕ(t)) · ||ϕ′(t)|| dt,

kde ϕ je vhodná parametrizace křivky C, tj. zobrazeńı ϕ : 〈a, b〉 → R2, které je

• po částech spojitě diferencovatelné na intervalu 〈a, b〉,

• ϕ(a) = A, ϕ(b) = B

• ϕ(〈a, b〉) = C

• ϕ je prosté na 〈a, b〉 až na konečně mnoho vyj́ımek t1, . . . , tn ∈ 〈a, b〉.

Jako parametrizaci si zvoĺıme ϕ(t) =
(

1− t, (1−t)
2

2

)
pro t ∈ 〈0, 1〉, které zřejmě splňuje všechny uvedené

podmı́nky. Pak je
ϕ′(t) = (−1, t− 1) a ||ϕ′(t)|| =

√
1 + (t− 1)2.

Takže ∫
C

f ds =

1∫
0

1− t+ (1−t)4
4√

1 + (1− t)2
·
√

1 + (t− 1)2 dt =

1∫
0

1− t+
(1− t)4

4
dt =

[
u=1−t
du=−dt

]
=

= −
0∫

1

u+
u4

4
du =

1

2
+

1

20
=

11

20
.

11.2 Integrujte funkci f(x, y) = x+ y podél křivky C: x2 + y2 = 4 v prvńım kvadrantu od bodu A = (2, 0)
do bodu B = (0, 2).

Řešeńı:
Jako parametrizaci si zvoĺıme např. polárńı souřadnice ϕ(t) =

(
2 cos(t), 2 sin(t)

)
pro t ∈ 〈0, π2 〉. Pak je

ϕ′(t) =
(
− 2 sin(t), 2 cos(t)

)
a ||ϕ′(t)|| = 2.

Takže ∫
C

f ds = 4

π
2∫

0

cos(t) + sin(t) dt = 4
[

sin(t)− cos(t)
]π

2

0
= 8.



11.3 Spoč́ıtejte délku části kuželové spirály C s n ∈ N závity definované parametrizaćı ϕ : 〈0, 2nπ〉 → R3,

ϕ(t) = (t cos(t), t sin(t), t).

Řešeńı:
Křivka lež́ı v plášti kužele x2 + y2 = z2. Délka křivky C s parametrizaćı ϕ se pak vypoč́ıtá jako

L(C) =

b∫
a

||ϕ′(t)|| dt
(

=

∫
C

1 ds
)
,

neboli jako integrál z konstantńı funkce f = 1 podél dané křivky C. Máme tedy

ϕ′(t) =
(

cos(t)− t sin(t), sin(t) + t cos(t), 1
)

a

||ϕ′(t)|| =
√(

cos(t)− t sin(t)
)2

+
(

sin(t) + t cos(t)
)2

+ 12 =
√

2 + t2,

takže dostáváme

L(C) =

∫
C

1 ds =

2nπ∫
0

√
2 + t2 dt =

[
t=
√
2u

dt=
√
2du

]
= 2

√
2nπ∫
0

√
1 + u2 du =

[
u=sinh(x)

du=cosh(x)dx

]
=

= 2

arcsinh(
√
2nπ)∫

0

cosh2(u) du =

arcsinh(
√
2nπ)∫

0

1 + cosh(2u) du =
[
u+

sinh(2u)

2

]arcsinh(√2nπ)

0
=

=
[
u+ sinh(u) cosh(u)

]arcsinh(√2nπ)

0
=
[
u+ sinh(u)

√
1 + sinh(u)2

]arcsinh(√2nπ)

0
=

= arcsinh(
√

2nπ) +
√

2nπ
√

1 + 2n2π2 = ln
(√

2nπ +
√

1 + 2n2π2
)

+
√

2nπ
√

1 + 2n2π2.

Poznámka: Využili jsme zde vztahy pro hyperbolické funkce

cosh(x) =
1

2
(ex + e−x) a sinh(x) =

1

2
(ex − e−x),

(jde o rozklad funkce ex na sudou a lichou funkci, tj. ex = cosh(x)+sinh(x)), které se podobaj́ı vztah̊um
pro goniometrické funkce cosx a sinx:

cosh2(x)− sinh2(x) = 1, sinh′(x) = cosh(x)

cosh2(x) + sinh2(x) = cosh(2x), cosh′(x) = sinh(x)

Sečteńım dostaneme

cosh2(x) =
1 + cosh(2x)

2
a zderivováńım tohoto vztahu pak

2 sinh(x) cosh(x) = sinh(2x).

Vyřešeńım kvadratické rovnice dostaneme vyjádřeńı inverzńı funkce pro u = sinh(x):

arcsinh(u) = ln
(
u+

√
1 + u2

)
.
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