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13.1 Najděte práci śıly ~F = (y + z, z + x, x + y) vykonané na částici podél křivky C s parametrizaćı
ϕ(t) = (t, t2, t4), t ∈ 〈0, 1〉. Jej́ı orientace je indukována touto parametrizaćı.

Řešeńı:
Integrál spoč́ıtáme podle vztahu

∫
C

~F · d~s =

b∫
a

~F (ϕ(t)) · ϕ′(t) dt.

Máme
ϕ′(t) = (1, 2t, 4t3)

a tedy

∫
C

~F · d~s =

1∫
0

(t2 + t4, t4 + t, t+ t2) ·

 1
2t
4t3

 dt =

1∫
0

3t2 + 5t4 + 6t5 dt =
[
t3 + t5 + t6

]1
0

= 3.

13.2 Použijte Greenovu větu k nalezeńı práce śıly ~F = (2xy3, 4x2y2) vykonané na částici podél křivky C,
která je hranićı oblasti M ohraničené křivkami y = 0, x = 1 a y = x3 v prvńım kvadrantu. Křivka C je
orientována v kladném smyslu (tj. proti směru hodinových ručiček).

Řešeńı:
Máme tedy oblast

M = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ 1 & 0 ≤ y ≤ x3}.

Jej́ı hranićı je po částech diferencovatelná křivka

C = ∂M = {(x, 0) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ 1}
⋃
{(0, y) ∈ R2 | 0 ≤ y ≤ 1}

⋃
{(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ 1 & y = x3},

která má orientaci odpov́ıdaj́ıćı použit́ı Greenovy věty.
Podle Greenovy věty tedy pro pole ~F = (F1, F2) máme∫

∂M

~F · d~s =

∫∫
M

(∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dS,

kde výraz na pravé straně si můžeme pamatovat jako ∂F2

∂x −
∂F1

∂y =
∣∣∣ ∂

∂x
∂
∂y

F1 F2

∣∣∣. Je to analogie rotace pole

(jakéhosi ”v́ıru”v daném bodě) ve třech dimenźıch. Interpretaćı Greenovy věty je to, že ”v́ıry”pole uvnitř
oblasti se v sousedńıch bodech vyruš́ı a zbyde jen ”v́ır”na okraji oblasti.

Máme tedy
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
= 8xy2 − 6xy2 = 2xy2



a proto

∫
C=∂M

~F · d~s =

∫∫
M

(∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dS =

∫∫
M

2xy2 dS =

1∫
0

x3∫
0

2xy2 dy dx =

1∫
0

2

3
x10 dx =

2

33
.

13.3 Dokažte, že práce śıly ~F = (x2 + y, y2 + x, zez) podél křivky z (1, 0, 0) do (1, 0, 1) nezáviśı na dráze.

Řešeńı:
Práce śıly ~F v oblasti U (tj. otevřené souvislé množině) z bodu A do bodu B nezáviśı na dráze právě

když pole má potenciál, tj. existuje funkce f : U → R, že grad(f) = ~F .
Pokud je oblast U nav́ıc jednoduše souvislá (tj. jakákoliv uzavřená křivka v U se dá v rámci U spojitě

stáhnout do bodu), pak toto nastává právě když rot(~F ) = 0 na celém U .
Př́ıkladem jednoduše souvislé oblasti je Rn nebo R3 \ {0}.
Př́ıkladem oblasti, která neńı jednoduše souvislá je R2 \ {0}, R3 \ ”osa x” nebo torus (tj. ”pneuma-

tika”).

V našem př́ıpadě je oblast́ı celé R3, tedy jednoduše souvislá oblast. Pole rotace je definováno jako

rot(~F ) = ∇× ~F =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

F1 F2 F3

∣∣∣∣∣∣ =
(∂F3

∂y
− ∂F2

∂z
, −∂F3

∂x
+
∂F1

∂z
,
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
kde ∇ =

(
∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z

)
je formálně definovaný vektor složený z operátor̊u parciálńıch derivaćı.

Nyńı po dosazeńı máme
rot(~F ) = (0− 0, 0− 0, 1− 1),

tedy rotace je nulová na celém R3 a pole ~F má potenciál.
V př́ıpadě existence potenciálu je vhodné ho explicitně naj́ıt. Hledáme tedy funkci f : R3 → R, že

∂f

∂x
= x2 + y

∂f

∂y
= y2 + x

∂f

∂z
= zez.

Z prvńı rovnice dostaneme

f(x, y, z) =

∫
(x2 + y) dx =

x3

3
+ xy + C(y, z),

kde C : R2 → R je neznámá funkce závislá nyńı pouze na y a z. Nalezený tvar funkce f ted’ dosad́ıme
do druhé rovnice

y2 + x =
∂f

∂y
=

∂

∂y

(x3
3

+ xy + C(y, z)
)

= x+
∂C

∂y

tedy
∂C

∂y
= y2.
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Dostáváme C(y, z) =
∫
y2 dy = y3

3 +D(z), kde D : R→ R je opět neznámá funkce závislá pouze na z.
Dostáváme tedy zat́ım

f(x, y, z) =
x3

3
+ xy +

y3

3
+D(z)

a dosazeńım do posledńı rovnice máme

zez =
∂f

∂z
=

∂

∂z

(x3
3

+ xy +
y3

3
+D(z)

)
=
∂D

∂z
.

Takže D(z) =
∫
zez dz = (z − 1)ez +K, kde K ∈ R je konstanta. Celkově tak máme potenciál

f(x, y, z) =
x3

3
+ xy +

y3

3
+ (z − 1)ez +K.

Poznámka: Jestliže pole ~F vznikne jako gradient f , pak jeho rotace je nulová a tato nulovost vlastně
znamená záměnnost druhých parciálńıch derivaćı funkce f . Nulová rotace je ale jen nutnou podmı́nkou
pro existenci potenciálu v př́ıpadě, že oblast neńı jednoduše souvislá, jak ukazuje př́ıklad vektorového
pole

~F =
( −y
x2 + y2

,
x

x2 + y2
, 0
)

na množině U = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 6= 0}, která neńı jednoduše souvislá.
Máme

rot(~F ) =
(

0, 0,− 2xy

(x2 + y2)2
+

2xy

(x2 + y2)2

)
= ~0

ale práce śıly ~F podél kružnice C : ϕ(α) = (cosα, sinα, 0), α ∈ 〈0, 2π〉 je nenulová:

∫
C

~F · d~s =

2π∫
0

(− sinα, cosα, 0) ·

 − sinα
cosα

0

 dα =

2π∫
0

1 dα = 2π.

Pole tedy nemá potenciál na celém U . Na druhé straně, na určitých podmnožinách U lze potenciál
pole ~F nalézt, např.

f1(x, y, z) = arctg
(y
x

)
na U1 = {(x, y, z) ∈ R3 | x 6= 0}

nebo
f2(x, y, z) = arccotg

(x
y

)
na U2 = {(x, y, z) ∈ R3 | y 6= 0}.

13.4 Pomoćı Stokesovy věty spoč́ıtejte ∫∫
M

rot(~F ) · d~S,

kde ~F = (xyz, x, exy cos z) a M je polosféra x2 + y2 + z2 = 1 a z ≥ 0 s orientaćı směrem vzh̊uru.

Řešeńı:
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Stokesova věta je zobecněńı Greenovy věty z R2 do R3 (orientovaná plocha, jej́ıž je křivka nyńı okrajem,
už může být r̊uzně zakřivená v prostoru):∫

∂M

~F · d~s =

∫∫
M

rot(~F ) · d~S.

Orientace plochy a jej́ıho okraje muśı být v souladu a to pomoćı pravidla pravé ruky (vztyčený palec
pobĺıž okraje ukazuje směr orientace plochy a prsty směr orientace okraje).

Máme
M = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1 & z ≥ 0}

a
∂M = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 = 1 & z = 0}.

Plocha M je orientovaná směrem ”nahoru”a orientace jej́ıho okraje ∂M tedy odpov́ıdá orientaci dané
např. parametrizaćı ϕ(α) = (cosα, sinα, 0) pro 0 ≤ α ≤ 2π.

Máme tedy
ϕ′(α) = (− sinα, cosα, 0)∫∫

M

rot(~F ) · d~S =

∫
∂M

~F · d~s =

2π∫
0

(0, cosα, esinα cosα) ·

 − sinα
cosα

0

 dα =

2π∫
0

cos2 α dα = π.
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